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á Î Î Ï Ô Á � É Ñ . íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ (
; g; �),

� = � dx, ÇÄÅ g = (g

ij

(x)) | (ËÏ)ÍÅÔÒÉËÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L(f) =

1

�

P

ij

�

i

(g

ij

� �

j

f), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁ

ÏÂÌÁÓÔÉ 
 × R

d

, É ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L

2

(�), ÓÏ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L, �ÒÉÞÅÍ

ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×Ú×ÅÛÅÎ-

ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

÷ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó ä. âÁËÒÉ É í. úÁÎÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ 2 ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ [3℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ äÏÍÉÎÉËÏÍ âÁËÒÉ (ÓÍ.

ÔÁËÖÅ [1℄, [2℄, [5℄, [6℄): Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ (
;L; �), ÇÄÅ 
 | ÏÂÌÁÓÔØ × R

d

, L |

ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÉÄÁ

L(f) =

X

i;j

g

ij

(x)�

ij

f +

X

i

b

i

(x)�

i

f (1)

Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ × 
, É � | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ

ÎÁ 
 Ó C

1

-ÇÌÁÄËÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L

2

(
; �), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L,

ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ (× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) × R[x℄, x = (x

1

; : : : ; x

d

). ñÓÎÏ,

ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ô. Å.

Z




f

1

Lf

2

d� =

Z




f

2

Lf

1

d� (2)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f

1

É f

2

.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e

1

; e

2

; : : : | ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ, É �ÕÓÔØ V

n

| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �Ï-

ÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e

1

; : : : ; e

n

. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÎÔÁ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ # 19-11-00316
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M
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E
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2 ó. à. ïòå÷ëï÷

L-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V

1

� V

2

� V

3

� : : : �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R[x℄, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ

ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ R[x℄, É �ÒÉ ÜÔÏÍ R[x℄ �ÌÏÔÎÏ × L

2

(
; �).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ L-ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R[x℄, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ R[x℄, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÌÉ-

ÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × L

2

(
; �) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ

L ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ É R[x℄ �ÌÏÔÎÏ × L

2

(
; �).

üÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ × ÓÔÏÌØ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ | ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ

ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ V

1

� V

2

� : : : . �ÁË, × [3℄ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ-

�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L É, ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ V

i

. ÷ [3℄ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ, ÔÏ (2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÏÍ-

�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ (ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-

ÎÏÓÔÉ L ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ R[x℄ �ÌÏÔÎÏ × L(
; �)). ÷ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ

× [3℄ �ÏÌÕÞÅÎ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÒÅÛÅÎÉÊ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ R

2

ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, Á ÔÁËÖÅ

19 ÖÅÓÔËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ (ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ 10 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ 19 ÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÒÏ�ÕÝÅÎÁ × [3℄, ÓÍ. x6.3(2) ÎÉÖÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.1. ÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ |

ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: üÒÍÉÔÁ, ìÁÇÅÒÒÁ É ñËÏÂÉ,

�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ çÒÁÍÁ { ûÍÉÄÔÁ ÄÌÑ ÍÅÒ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Ce

�x

2

=2

ÎÁ R, C

a

x

a�1

e

�x

�ÒÉ a > 0 ÎÁ [0;1) É C

p;q

(1 � x)

p�1

(1 + x)

q�1

�ÒÉ

p; q > 0 ÎÁ [�1; 1℄ (ÚÄÅÓØ C, C

a

É C

p;q

| ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). éÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �

2

� x�, x�

2

+ (a� x)� É J

p;q

= (1� x

2

)�

2

�

�

(p� q) + (p+ q)x

�

�.

ïÄÎÁËÏ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ �Ï ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ | ÞÅÒÅÚÞÕÒ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d � 2. íÎÏÇÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÅÍÕ

ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÅÓÌÉ,

ËÒÏÍÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ×ËÌÀÞÉÔØ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ (ÓÍ. [1℄). ëÁË

ÏÂÙÞÎÏ, ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P =

P

k

a

k

x

k

, k = (k

1

; : : : ; k

d

), Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ w = (w

1

; : : : ; w

d

) ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ

deg

w

(P ) = max

a

k

6=0

(w

1

k

1

+ � � �+ w

d

k

d

):

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ (× x6) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ× w = (w

1

; w

2

) ÄÁÅÔÓÑ

�ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ deg

w

(P ) � n, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L.

äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁÚÏ×ÅÍ 
 � R

d

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ

Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ Ó×ÏÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. (ÓÒ. Ó [1℄, [3℄) ðÕÓÔØ 
 � R

d

| ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, L | ÜÌÌÉ-

�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÉÄÁ (1) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ×


, É �(dx) = �(x) dx | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
 Ó C

1

-ÇÌÁÄËÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ � ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÌÏÔÎÏ × L

2

(
; �). ðÕÓÔØ w | ÎÁÂÏÒ ÉÚ d �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (
;L; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ

Ï ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ w (ÚÁÄÁÞÉ w-DOP), ÅÓÌÉ ÄÌÑ
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ÌÀÂÏÇÏ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï fP 2 R[x

1

; : : : ; x

d

℄ j deg

w

(P ) � ng (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË �ÏÄ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × L

2

(
; �)) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÄÌÑ L. åÓÌÉ

Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R

d

Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ

ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÔÏ (
;L; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ w-DOP (ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP).

÷ [3, �ÒÅÄÌ. 2.11℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (
;L; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP, ÔÏ L

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ � É ËÏÍÅÔÒÉËÏÊ g = (g

ij

) (ÇÄÅ g

ij

| ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÙ × (1)), Á ÉÍÅÎÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÕÚÉÉ

L(f) =

1

�

X

i;j

�

i

�

g

ij

� �

j

f

�

: (3)

ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÏÊËÕ (
; g; �) ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP. úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � = (det g)

�1=2

, ÔÏ (3) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ{âÅÌØÔÒÁÍÉ ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ

ÍÅÔÒÉËÉ (g

ij

) = g

�1

.

ëÁË ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-DOP × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP (ÓÍ. [3, �ÒÅÄÌ. 2.12℄). ÷ [3℄ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ SDOP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÅ-

ÔÒÉËÅ g

ij

(ÚÁÄÁÞÁ AlgDOP; ÓÍ. x2 ÎÉÖÅ). üÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [3℄ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÏ

×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÎÁ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ SDOP ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ,

ÞÔÏ É × [3℄: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÄ C , ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÓÏ-

ÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÓÍ. xx4{5), Á ÚÁÔÅÍ ÉÝÅÍ 
 É � (ÓÍ. x6).

÷ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ × ÌÉÔÅÒÁ-

ÔÕÒÅ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÄÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á: (B4) �ÒÉm 6= n × ÔÅÏÒÅÍÅ 6.2.

2. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÆÁËÔÙ Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ

ÚÁÄÁÞÅ DOP/SDOP × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

2.1. úÁÄÁÞÁ AlgDOP. ðÕÓÔØw = (w

1

; : : : ; w

d

) É (
; g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP

× R

d

. ðÏÌÏÖÉÍ � = det(g

ij

). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P

w

(n; K ) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x

1

; : : : ; x

d

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ K , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ

Ó ×ÅÓÁÍÉ w ÎÅ ×ÙÛÅ n. ðÒÉ K = R ÂÕÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏ P

w

(n).

ðÕÓÔØ I(�
) | ÉÄÅÁÌ × R[x

1

; : : : ; x

d

℄, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ×

ÎÕÌØ ÎÁ �
. ðÏÓËÏÌØËÕ 
 | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÉÄÅÁÌ I(�
) ÇÌÁ×ÎÙÊ (ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, U \ �
 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ � 2 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á U). ðÕÓÔØ � | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÁ I(�
), Ô. Å. � | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,

ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ �
. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÎÕÌÀ, ÏÎ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ (square-free), Ô. Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. âÕÄÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ I(?) = R[x℄, Ô. Å. � = 1, ËÏÇÄÁ 
 = R

d

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. (óÍ. [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.21℄.)

(A1) g

ij

2 P

w

(w

i

+ w

j

) �ÒÉ ×ÓÅÈ i; j = 1; : : : ; d. �ÏÇÄÁ � 2 P

w

(2w

1

+ � � �+ 2w

d

).

(A2) �
 � f� = 0g, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÄÅÌÉÔ �.

(A3) ðÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; d

X

j

g

ij

�

j

� = �S

i

; S

i

2 P

w

(w

i

): (4)
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õÓÌÏ×ÉÅ (A1) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, (A3) ×Ù×Ï-

ÄÉÔÓÑ × [3℄ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ L, É (A2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (A3).

üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÒ. Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 3.2 × [3℄).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ K ÅÓÔØ R ÉÌÉ C , É �ÕÓÔØ w = (w

1

; : : : ; w

d

) | ÎÁÂÏÒ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÅÛÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP ÎÁÄ

K (ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP ÎÁÄ K ) | ÜÔÏ �ÁÒÁ (g;�), ÇÄÅ g = (g

ij

) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á

d� d Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, É � | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ

(A1) g

ij

2 P

w

(w

i

+ w

j

; K ) �ÒÉ ×ÓÅÈ i; j = 1; : : : ; d;

(A2) det g ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, É � | ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ËÒÁÔÎÙÈ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ;

(A3) � ÄÅÌÉÔ

P

j

g

ij

�

j

� �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i = 1; : : : ; d.

éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (
; g; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP É � |

ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ I(�
), ÔÏ (g;�) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP ÎÁÄ R, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁÄ C .

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ w = (w

1

; : : : ; w

d

) É w

0

= (w

0

1

; : : : ; w

0

d

) | Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (g;�) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K É

g

ij

2 P

w

0

(w

0

i

+ w

0

j

; K ) �ÒÉ ×ÓÅÈ i; j = 1; : : : ; d. �ÏÇÄÁ (g;�) | ÔÏÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

w

0

-AlgDOP=K .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. åÓÌÉ (g;�) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K É �

1

| ÄÅÌÉÔÅÌØ �,

ÔÏ (g;�

1

) | ÔÏÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K .

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �, ÔÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÍÅÔÒÉËÉ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÊ (g;�)

| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP, ÌÅÇËÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (A3) × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2.2

(× ÆÏÒÍÅ (4)) ÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g

ij

É

S

i

. ÷ x2.3 ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ � ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ 
 É g.

2.2. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁÚÏ×ÅÍ w-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : R

d

! R

d

, x 7! (y

1

(x); : : : ; y

d

(x))

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ deg

w

(y

i

) = w

i

, i = 1; : : : ; d. åÓÌÉ d = 2, ÔÏ (1; w)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÚÁÍÅÎÙ × R

2

�ÒÉ w = 1 | ÁÆÆÉÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Á �ÒÉ w > 1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ

(x; y) 7! (�x+ �; y + p(x)); � 6= 0; deg(p) � w: (5)

óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË [3, �ÒÅÄÌ. 2.5℄.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. (a). ðÕÓÔØ (
;L; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-DOP (ÓÏÏÔ×. w-SDOP)

É � | w-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ 


1

= �(
), L

1

(f) = L(f Æ�) Æ�

�1

É �

1

(E) =

�(�

�1

(E)). �ÏÇÄÁ (


1

;L

1

; �

1

) | ÔÏÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-DOP (ÓÏÏÔ×. w-SDOP).

(b). ðÕÓÔØ (g;�) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K É � | w-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ.

�ÏÇÄÁ (�

�

(g);� Æ �

�1

) | ÔÏÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K .

ðÒÉÍÅÒ 2.6. ðÕÓÔØ d = 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ w ÚÁÍÅÎÁ � : (x; y) 7! (x;�y) w-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ.

åÓÌÉ (g;�), g =

�

a b

b 

�

, ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K , ÔÏ (�

�

(g);�(x;�y)), ÇÄÅ

�

�

(g) =

�

a(x;�y) �b(x;�y)

�b(x;�y) (x;�y)

�

;
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ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=K .

ðÒÉÍÅÒ 2.7. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, �ÕÓÔØ Ï�ÑÔØ d = 2. ìÀÂÁÑ (1; w)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÒÉ

w > 1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (5) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ (x; y) 7! (X;Y ):

T : (x; y) 7! (x+ �; y); H : (x; y) 7! (�x; y); S : (x; y) 7! (x; y + p(x)):

éÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ g =

�

a b

b 

�

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÓÍ. [3, (2.3)℄): T

�

(g) = g(X � �; Y � �),

H

�

(g) =

�

a�

2

b�

b� 

2

�

x=X=�

y=Y=

S

�

(g) =

�

a p

0

a+ b

p

0

a+ b (p

0

)

2

a+ 2p

0

b+ 

�

x=X

y=Y�p(X)

2.3. ïÔ AlgDOP Ë DOP/SDOP. ëÁË ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ × x2.1, ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (
; g; �)

ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (�; g) ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP, ÇÄÅ � | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÁ

I(�
). ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÏÂÓÕÖÄÅÔÓÑ �ÏÉÓË ×ÓÅÈ (
; g; �) ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ (�; g).

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ (�; g) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=R. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ 
 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

d

n f� = 0g, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ g �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L, ÚÁÄÁÎÎÙÊ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1), ÇÄÅ b

i

2 P

w

(w

i

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; d. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (1) É (3), �ÏÌÕÞÁÅÍ

b

i

=

X

j

�

j

g

ij

+

X

j

g

ij

�

j

h; h = log �: (6)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�

j

h =

X

i

g

ij

L

i

; L

i

= b

i

�

X

j

�

j

g

ij

; (7)

ÇÄÅ (g

ij

) = g

�1

. ðÒÉ ÜÔÏÍ b

i

2 P

w

(w

i

), L

i

2 P

w

(w

i

). òÁ×ÅÎÓÔ×Á �

k

(�

j

h) = �

j

(�

k

h) ×

ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ Ó (7) ÄÁÀÔ

�

k

�

X

i

g

ij

L

i

�

= �

j

�

X

i

g

ik

L

i

�

; (8)

ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× L

i

. üÔÏ

ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ �. óÎÁ-

ÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ L

i

, deg

w

L

i

= w

i

, ÒÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (8)

(ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×). úÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ h, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �

j

h (×Ù-

ÒÁÖÅÎÎÙÅ × (7) ÞÅÒÅÚ L

i

), É �ÏÌÁÇÁÅÍ � = exp(h). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ Q(x)�(x), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï 
 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ Q (ÅÓÌÉ 
 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ

R




� dx <1).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ (
; g; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP × R

d

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g =

diag

�

g

11

(x

1

); : : : ; g

dd

(x

d

)

�

. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ f1; : : : ; dg = J

1

t � � � t J

m

,

J

k

= fj

k

(1); : : : ; j

k

(d

k

)g, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:

� � = �

1

(x

1

) : : : �

m

(x

m

), ÇÄÅ x

k

= (x

j

k

(1)

; : : : ; x

j

k

(d

k

)

), k = 1; : : : ;m;

� ÅÓÌÉ d

k

> 1, ÔÏ w

i

= w

j

É g

ii

= onst ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j 2 J

k

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ d = 2. éÚ ÎÅÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ

ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ h = log �. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ g �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÌÉÂÏ

�

12

h = 0 É ÔÏÇÄÁ h = h

1

(x

1

) + h

2

(x

2

), ÏÔËÕÄÁ � = �

1

(x

1

)�

2

(x

2

). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ë g ÅÓÔØ diag(g

11

; g

22

), ÇÄÅ g

ii

= 1=g

ii

. �ÏÇÄÁ ÉÚ (8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

�

12

h =

�

2

L

1

(x

1

; x

2

)

g

11

(x

1

)

=

�

1

L

2

(x

1

; x

2

)

g

22

(x

2

)

; deg

w

L

i

� w

i

:

ðÏÜÔÏÍÕ �

12

h | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É g

ii

ÄÅÌÉÔ �

j

L

i

�ÒÉ i 6= j. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ �

12

h ÎÅ ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ, ÔÏ 0 � deg

w

g

11

� deg

w

�

2

L

1

= deg

w

L

1

� w

2

� w

1

� w

2

É, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ,

0 � deg

w

g

22

� w

2

� w

1

, ÞÔÏ ×ÌÅÞÅÔ w

1

= w

2

É deg

w

g = 0, Ô. Å. g �ÏÓÔÏÑÎÎÁ. �

÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÌÉ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÙÅ) ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ � Ó ÄÁÎÎÙÍÉ g É 
. ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ × [3℄ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,

ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9. (óÍ. [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.21℄.) ðÕÓÔØ (g;�), � = �

1

: : :�

s

| ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=R (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Õ � ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). ðÕÓÔØ


 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �
 � f� = 0g É g �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ

× 
. ðÕÓÔØ a

1

; : : : ; a

s

| ÔÁËÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ �(
) < 1 ÄÌÑ ÍÅÒÙ � Ó

�ÌÏÔÎÏÓÔØÀ � =

Q

�

�

a

�

�

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a

�

� 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ �). �ÏÇÄÁ (
;L; �), ÇÄÅ L ÚÁÄÁÎ ×

(3), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ w-DOP.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. òÅÛÅÎÉÅ (g;�) ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ

(É ÔÏÇÄÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ g), ÅÓÌÉ �

1

ÄÅÌÉÔ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÒÅÛÅÎÉÑ (g;�

1

). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.4, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ g.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.11. (óÍ. [3, �ÒÅÄÌ. 2.15, 2.17℄.) ðÕÓÔØ (
; g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-

SDOP × R

d

, É � = det(g). ðÕÓÔØ � | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ g, É �ÕÓÔØ �

1

; : : : ;�

s

| ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ (ÎÁÄ C ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �

k

×ÈÏÄÉÔ × � Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1, Ô. Å. �

2

k

ÎÅ ÄÅÌÉÔ �. �ÏÇÄÁ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.12)

� = �

p

1

1

: : :�

p

s

s

exp(Q) (9)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ p

1

; : : : ; p

s

2 C É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; d,

w

j

deg

x

j

(Q�) � 2w

1

+ � � �+ 2w

d

: (10)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.12. ÷ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.11, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ��

k

, � 2

C , ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �

k

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ 
; × ÜÔÏÍ
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ÓÌÕÞÁÅ p

k

2 R. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

�

�

k

| ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ �, É ÏÎ ×ÈÏÄÉÔ × � × ÓÔÅ�ÅÎÉ

�p

k

, ÔÁË ËÁË �| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �

p

k

k

�

�

�p

k

k

ËÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ

×ÅÔ×Ø ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ 
. ðÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ×ÅÔ×É ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ

Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.13. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.11 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

(9) É (10) ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x

j

×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ � ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

�

k

, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x

i

)

i2I

, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ

x

j

, Ô. Å. j 62 I. �ÏÇÄÁ Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ (x

i

)

i 62I

, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ (x

i

)

i2I

.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.14. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11 �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ mw

d

= 2(w

1

+

� � � + w

d

) É w

d

= w

i

n

i

, i = 1; : : : ; d, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m; n

1

; : : : ; n

d

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, d = 2 É

(w

1

; w

2

) = (1; 2)). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, deg

x

d

� = m. �ÏÇÄÁ Q = onst × (9).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ y

d

= x

d

+

P

d�1

i=1

a

i

x

n

i

i

É y

j

= x

j

�ÒÉ j < d,

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ w

j

deg

y

j

� = 2

P

w

i

�ÒÉ ×ÓÅÈ j. �

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (g

ij

) = g

�1

, ÚÎÁÞÉÔ, g

ij

= ĝ

ij

= det g, ÇÄÅ ĝ

ij

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.15. (óÍ. [3, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.19℄.) ðÕÓÔØ U = R� B

d�1

= fx

2

2

+ � � �+x

2

d

<

1g É U

+

= R

+

� B

d�1

= U \ fx

1

> 0g. ðÏÌÏÖÉÍ M

1

= max

j

�

bw

j

=w

1

 + deg

x

1

ĝ

1j

�

.

ðÕÓÔØ (
; g; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP, � = det g. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ U � 


(ÓÏÏÔ×. U

+

� 
). �ÏÇÄÁ deg

x

1

� < M

1

(ÓÏÏÔ×. deg

x

1

� < 1 +M

1

).

3. ÷Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ AlgDOP × C

2

3.1. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ É × Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÙ ÒÅÛÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ w-

AlgDOP=C × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ w ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ-

ÄÁÞÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (g;�), | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=C

ÄÌÑ w = (1; w), ÇÄÅ w > 1 (ÓÌÕÞÁÊ w = 1 ÓÄÅÌÁÎ × [3℄).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ (x; y) É �ÏÌÏÖÉÍ g =

�

a b

b 

�

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

�ÒÉ y

m

× a(x; y) ÞÅÒÅÚ a

m

(x), Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

k

y

m

ÞÅÒÅÚ a

km

É ××ÅÄÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ b É . éÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ (a; b; ; �) ×ÍÅÓÔÏ (g;�), ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x; y) =

P

p

km

x

k

y

m

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË

îØÀÔÏÎÁ N (P ) ËÁË ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ × R

2

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f(k;m) j a

km

6= 0g.

õÓÌÏ×ÉÅ (A1) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ a, b,  É �

ÌÅÖÁÔ × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 1, 2.

a b  �

òÉÓ. 1. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ N (a), N (b), N (), N (�) �ÒÉ

1 < w � 2.
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1+w 2w 2+2w

a b  �

òÉÓ. 2. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ N (a), N (b), N (), N (�) �ÒÉ

w > 2.

3.2. úÁÍÅÎÁ ×ÅÓÏ× É ÚÁÄÁÞÁ (1;1)-AlgDOP. ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.3 ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP �ÒÉ 1 < w � 2 ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2), ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP �ÒÉ w > 2 ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ (1; w

0

)-AlgDOP ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w

0

> w.

ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ (g;�) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP, ÅÓÌÉ ÜÔÏ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ w > 2. úÁÍÅÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (5) Ó �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ p(x) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (1;1)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)- É (1; 2)-AlgDOP

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1;1)- É (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÁÍÅÎ.

3.3. ìÏËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ � = 0. ðÕÓÔØ P (x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÒÁÔ-

ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ìÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×ØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (ÉÌÉ ËÒÉ×ÏÊ P = 0) ÎÁÚÏ×ÅÍ

�ÁÒÕ  = (�; �) ÒÏÓÔËÏ× ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÎÕÌÅ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ P (�(t); �(t)) ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ìÀÂÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÊ ÒÏÓÔÏË t 7! (t) = (�(t); �(t))

ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ v



: C [x; y℄ ! Z[f1g, v



(Q) = ord

t

Q(�(t); �(t)), ÇÄÅ ord

t

(0) =1

É ord

t

f(t) = m, ÅÓÌÉ f(t) =

P

k�m

p

k

t

k

É p

m

6= 0.

ðÕÓÔØ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ w-AlgDOP=C ÄÌÑ w = (1; w). õÓÌÏ×ÉÅ (A3)

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

a�

0

x

+ b�

0

y

= L

1

�; b�

0

x

+ �

0

y

= L

2

�: (11)

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

b(�; �)

_

� = a(�; �) _�; (�; �)

_

� = b(�; �) _� (12)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �. éÚ (12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

v



(a)� v



(b) = v



(b)� v



() = ord

t

(

_

�)� ord

t

( _�); (13)

ÅÓÌÉ É �(t), É �(t) ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙ (ÓÍ. [3, ÌÅÍÍÁ 3.3℄).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ F { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ (x; y), É �ÕÓÔØ (p; q) 2 Z

2

n f(0; 0)g. ìÏËÁÌØÎÁÑ

×ÅÔ×Ø  ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ord

t

() = (p; q), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ (p; q) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÒÅÂÅÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ N (F ) É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ

ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ×ÎÕÔÒØ N (�). �
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ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ (a; b; ; �) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP �ÒÉ w > 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x. �ÏÇÄÁ a É b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ deg

y

a � 1 É (a; b; ; �)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ (12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a(0; t) = b(0; t) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ x ÄÅÌÉÔ a É b,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ deg

y

a � 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). �

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ w > 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ×ÅÔ×Ø  = (�(t); �(t))

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ v



(x; y) = ord

t

 = (p; q) É q < 0 < p. �ÏÇÄÁ b

1

= b

11

x É a = a

20

x

2

, É ÚÎÁÞÉÔ,

(g; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP.

Proof. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ord

t

_

��ord

t

_� = p� q, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v



(a)�v



(b) = v



(b)�v



() =

p� q × ÓÉÌÕ (13). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, v



() � v



(y

2

) = 2q, ÚÎÁÞÉÔ,

v



(b) = v



() + p� q � p+ q: (14)

åÓÌÉ b

01

6= 0, ÔÏ v



(b) = v



(y) = q, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ (14), ÔÁË ËÁË p > 0. ðÏÜÔÏÍÕ

b

1

= b

11

x (ËÁË É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ), É ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

v



(b) � min(v



(1); v



(xy)) = min(0; p+ q);

Á ÚÎÁÞÉÔ, v



(a) = v



(b) + p� q � min(0; p+ q) + p� q = p+min(�q; p) > p. ðÏÓËÏÌØËÕ

× a ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ (y; 1; x; x

2

) É ÉÈ -ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ (q; 0; p; 2p), ÍÙ

�ÏÌÕÞÁÅÍ a = a

20

x

2

. �

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ 1 < w � 2 É �ÕÓÔØ  = (�(t); �(t)) | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ

� = 0. ðÏÌÏÖÉÍ (p; q) = ord

t

 = v



(x; y).

(a). åÓÌÉ (p; q) = (2; 1), ÔÏ a

00

= a

01

= b

00

= 0, É ÔÏÇÄÁ deg

y

� � 2 É (a; b; ; �) |

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP.

(b). åÓÌÉ q > 0, ÔÏ p 6= 3.

(). åÓÌÉ p = �3 É �4 � q � �1, ÔÏ deg b

0

� 2, deg 

0

� 2 É deg 

1

� 1, É ÔÏÇÄÁ

(a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP.

(d). åÓÌÉ q < 2p < 0, ÔÏ a

01

= 0, É ÔÏÇÄÁ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-

AlgDOP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a). åÓÌÉ (p; q) = (2; 1), ÔÏ ord

t

(

_

�; _�) = (1; 0), ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ (13) ÍÙ

ÉÍÅÅÍ v



(b) = v



()+1 � 1 É v



(a) = v



(b)+1 = v



()+2 � 2 É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 1 (ÓÏÏÔ×. y) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ × a É × b, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ -ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ

ÒÁ×ÎÏ 0 (ÓÏÏÔ×. 1). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ a

01

= 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a; b; ; �) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

(1;1)-AlgDOP (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).

(b). ðÕÓÔØ p = 3 É q > 0. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÁË × �. (a), �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

deg

y

a � 0, É ÚÎÁÞÉÔ, deg

y

� � 2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ord

t

� = 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

q � deg

x

� � 6.

åÓÌÉ q = 1, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × �. (a).

åÓÌÉ q = 2, ÔÏ v



(a) = v



(b) + 1 × ÓÉÌÕ (13). ðÏÓËÏÌØËÕ v



(a) 6= 1 É v



(b) 6= 1,

ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ v



(a) � 3. á �ÏÓËÏÌØËÕ v



(1; y; x; x

2

) = (0; 2; 3; 6), ÉÚ ÜÔÏÇÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a

00

= a

01

= 0, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ deg

y

a � 0.
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óÌÕÞÁÊ q = 3 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë q > 3 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x; y) 7! (x; y + �x).

åÓÌÉ q = 4, ÔÏ v



(a) 2 f0; 3; 4; 6g, v



(b) 2 f0; 3; 4; 6; 7; 9g, v



() 2 f0; 3; 4; 6; : : :g.

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á v



() � v



(b) = v



(b) � v



(a) = 1 (ÜÔÏ (13)) ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ �ÒÉ

v



(a) = 6, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg

y

a � 0.

åÓÌÉ q = 5, ÔÏ v



(a) 2 f0; 3; 5; 6g, v



(b) 2 f0; 3; 5; 6; 8; 9g, v



() 2 f0; 3; 5; 6; 8; : : :g.

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á v



() � v



(b) = v



(b) � v



(a) = 2 (ÜÔÏ (13)) ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ �ÒÉ

v



(a) = 6, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg

y

a � 0.

óÌÕÞÁÊ q = 6 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë q > 6 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x; y) 7! (x; y + �x

2

).

(). îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÙ x

3

, x

4

É x

2

y ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÉ × b, ÎÉ × .

åÓÌÉ p = �3 É �3 � q � �1, ÔÏ (13) ×ÌÅÞÅÔ v



() � v



(b) � v



(a) � v



(x

2

) = �6. ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, v



(x

2

y) = �6 + q � �7, v



(x

3

) = �9, v



(x

4

) = �12, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ

ÜÔÉ ÍÏÎÏÍÙ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ × b É , ÉÍÅÑ ÔÁËÉÅ -ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

åÓÌÉ (p; q) = (�3;�4), ÔÏ (13) ×ÌÅÞÅÔ v



(a) � v



(x

2

) = �6, v



(b) = v



(a)� 1 � �7 É

v



() = v



(b)� 1 � �8. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, v



(x

2

y) = �10, v



(x

3

) = �9, v



(x

4

) = �12,

�ÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÍÏÎÏÍÙ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ × b É , ÉÍÅÑ ÔÁËÉÅ -ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

(d). õÓÌÏ×ÉÅ q < 2p < 0 ×ÌÅÞÅÔ v



(b) � v



(xy) = p+ q, Á ÔÁËÖÅ p� q > �p. õÓÌÏ×ÉÅ

(13) ÄÁÅÔ v



(a) = v



(b) + p� q. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

v



(a) = v



(b) + p� q > v



(b)� p � (p+ q)� p = q = v



(y):

ðÏÜÔÏÍÕ a

01

= 0, ÔÁË ËÁË y | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ ÉÚ a, ÉÍÅÀÝÉÊ -ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ,

ÒÁ×ÎÏÅ q. õÓÌÏ×ÉÑ a

01

= 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP

(ÓÍ. ÒÉÓ. 2). �

4. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP × C

2

�ÒÉ w > 2

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP=C Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ

(1;1)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × x3.2, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP ÄÌÑ ×ÓÅÈ w > 2.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ (a; b; ; �) |ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP ÎÁÄ C �ÒÉ w > 1.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg

y

� = 2 É ÞÔÏ � ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ x. �ÏÇÄÁ y

2

| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ × �, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a 6= 0, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ � = b

2

, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

ÄÅÌÉÔ b, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ deg

y

� = 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ

y

2

× �| ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x. âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 0|

ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ. �ÏÇÄÁ � ÉÍÅÅÔ ×ÅÔ×Ø  = (�(t); �(t)) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ord

t

� < 0 < ord

t

�.

ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.3 ÍÙ ÉÍÅÅÍ a = a

20

x

2

É b = b

11

xy+b

0

(x). ðÏÓËÏÌØËÕ a 6= 0, ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a = x

2

.

åÓÌÉ b

00

= 0, ÔÏ x

2

ÄÅÌÉÔ a É b

2

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x

2

ÄÅÌÉÔ �. ðÏÓËÏÌØËÕ × � ÎÅÔ

ÍÏÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ y

2

x

k

�ÒÉ k > 2, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ � ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ b

00

6= 0. �ÏÇÄÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÞÌÅÎ × � ÅÓÔØ �b

2

00

6= 0. îÁ-

�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a = x

2

É b

1

= b

11

x. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x

2

y

2

| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ

2 �Ï y, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × �, ÚÎÁÞÉÔ, � ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÉÎ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, Ô. Å. � = �.
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ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ y

2

× � É × a�

0

x

+ b�

0

y

ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ d

22

x

2

É 2d

22

(1 +

b

11

)x

3

, ÇÄÅ d

22

= 

02

� b

2

11

. �ÏÇÄÁ (11) ×ÌÅÞÅÔ L

1

= 2(1 + b

11

)x. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏ × (11), ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

� = �b

2

+ O(x

2

) = �b

2

00

� 2b

00

(b

10

+ b

11

y)x+ O(x

2

);

b�

0

y

=

�

b

00

+ O(x)

��

� 2b

00

b

11

x+ O(x

2

)

�

= �2b

2

00

b

11

x+ O(x

2

);

L

1

� = �2b

2

00

(1 + b

11

)x+ O(x

2

):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a�

0

x

+ b�

0

y

� L

1

� = 2b

2

00

x+ O(x

2

) 6= 0. �

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ � = y

2

� p(x) É �ÕÓÔØ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP

�ÒÉ w > 2. �ÏÇÄÁ b

0

= 

1

= 0, Ô. Å. a É  ÞÅÔÎÙ �Ï y, Á b ÎÅÞÅÔÎÏ �Ï y (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (x; y) 7! (x;�y)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ â = a,

^

b(x; y) = �b(x;�y), ̂(x; y) = (x;�y) É ĝ = (â;

^

b; ̂).

÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ĝ; �) ÔÏÖÅ ÅÓÔØ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.6). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É (g; �) É (ĝ; �)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (11) É �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

�

1

2

(g � ĝ); �

�

ÔÏÖÅ ÉÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ

1

2

(g � ĝ) = (0; b

0

; 

1

y), ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 2yb

0

= (y

2

� p(x))L

1

É

�b

0

p

0

(x) + 2y

2



1

= (y

2

� p(x))L

2

. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ b

0

= 0. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ

ÜÔÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 2y

2



1

= (y

2

� p(x))L

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p 6= 0, ÔÁË

ËÁË � ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

×ÙÔÅËÁÅÔ 

1

= 0, Ô. Å. g � ĝ = 0. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (i){(v) | ÜÔÏ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ (g; �) ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP=C Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1;1)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ deg

y

� = 2:

(i) � = (1� x)

m

(1 + x)

n

� y

2

, m;n � 1,

g =

 

1� x

2

1

2

�

(n�m)� (n+m)x

�

y

�

1

4

�

(n�m)� (n+m)x

�

2

(1� x)

m�1

(1 + x)

n�1

� 

02

�

!

;

(ii) � = x

n

� y

2

, n � 1,

g =

 

x

1

2

ny

1

2

ny

1

4

n

2

x

n�1

� 

02

�

!

;

(iii) � = �

2

x

k

, ÇÄÅ �

2

= (x

0

� x)

n

� y

2

, n � 0; k; x

0

2 f0; 1g, (n; 

02

) 6= (0; 0),

g =

 

x(x

0

� x) �

1

2

nxy

�

1

2

nxy

1

4

n

2

x(x

0

� x)

n�1

� 

02

�

2

!

;

(iv) � = x

k

(1� y

2

), g = diag(x

k

;�

02

(1� y

2

)), k 2 f0; 1g, 

02

6= 0;

(v) � = (1� x

2

)(1� y

2

), g = diag(1� x

2

;�

02

(1� y

2

)), 

02

6= 0.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � = �

0

�

2

, ÇÄÅ deg

y

�

0

= 0, deg

y

�

2

= 2 É �

2

ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅ-

�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x. �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.1 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.4 �

2

�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ

(1;1)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ Ë ×ÉÄÕ �

2

= y

2

+ p(x). ðÏÓËÏÌØËÕ � ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÅÊ, p ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ y,

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × p ÒÁ×ÎÙÍ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. éÚ ÌÅÍÍÙ 4.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a = a(x), b = b

1

(x)y É  = 

2

y

2

+ 

0

(x)

(ÇÄÅ 

2

= 

02

= onst). ðÒÉ ÜÔÏÍ a 6= 0 (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 4.1). ÷ ÓÉÌÕ

(11),

a(�

2

)

0

x

+ b(�

2

)

0

y

= ap

0

+ 2b

1

y

2

= (y

2

+ p)L

1

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L

1

= 2b

1

, É ÚÎÁÞÉÔ,

ap

0

= 2pb

1

: (15)

÷ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (11) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

b(�

2

)

0

x

+ (�

2

)

0

y

= b

1

yp

0

+ 2y(

2

y

2

+ 

0

) = (y

2

+ p)L

2

;

ÏÔËÕÄÁ L

2

= 2

2

y, É ÚÎÁÞÉÔ, 

0

= 

2

p�

1

2

b

1

p

0

, ÔÏ ÅÓÔØ  = 

2

�

2

�

1

2

b

1

p

0

. ÷ ÓÉÌÕ (15) ÉÚ

ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

 = 

2

�

2

� b

2

1

p=a: (16)

åÓÌÉ b = 0, ÔÏ  = 

02

�

2

× ÓÉÌÕ (16) É p = onst × ÓÉÌÕ (15). ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÌÁÇÁÑ

p = �1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (iii){(v), ÇÄÅ n = 0 × (iii).

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ b 6= 0. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ (log p)

0

= 2b

1

=a.

ðÏÓËÏÌØËÕ p, a É b

1

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É deg(a) � 2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ

ÓÌÕÞÁÅ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÄ×ÉÇÁ É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ �Ï ÏÓÉ x.

óÌÕÞÁÊ 1. a = 1� x

2

.

2b

1

a

=

p

0

p

=

n

1 + x

�

m

1� x

; p = �(1� x)

m

(1 + x)

n

; m; n > 0

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × p ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). �ÏÇÄÁ b

1

=

1

2

(n �m) �

1

2

(n +m)x. õÞÉÔÙ×ÁÑ (16), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (i) ËÏÌØ ÓËÏÒÏ � = ��

2

. éÔÁË,

ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �

2

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ,

ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �

0

= onst. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �

0

6= onst, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2 �

0

ÂÙÌ ÂÙ

ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ a É b.

óÌÕÞÁÊ 2. a = x, p

0

=p = 2b

1

=a = n=x, p = x

n

, n � 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b

1

= n=2.

ðÏÓËÏÌØËÕ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, � = �

2

É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë (ii) ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ 1.

óÌÕÞÁÊ 3. a = x(x

0

� x), p

0

=p = 2b

1

=a = �n=(x

0

� x), p = �(x

0

� x)

n

, n � 0,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b

1

= �nx=2. üÔÏ ÄÁÅÔ (iii). �



ä÷õíåòîùå äéææõúéïîîùå ïò�ïçïîáìøîùå íîïçïþìåîù 13

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (i){(vi) { ÜÔÏ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÒÅ-

ÛÅÎÉÊ (a; b; ; �) ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP=C Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1;1)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ deg

y

� = 1. úÄÅÓØ a

10

, a

20

, b

11

, 

02

{ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, É a

0

,

b

1

, 

0

, 

1

{ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x; deg a

0

� 2, deg b

1

� 1.

(i) (x

2

; �nxy; n

2

y

2

� 

0

�

1

;x

k

�

1

), �

1

= x

n

y � 1, n�1, k = 0;1, � = �x

2



0

�

1

;

(ii) (x

2

; b

11

�� 1; y

2

� 

0

�; �), � = xy � 1, � = (xy + 1� x

2



0

� b

2

11

� + 2b

11

)�;

(iii) (a

0

; b

1

y; 

02

y

2

+ 

1

y; y);

(iv) (a

10

x+ a

20

x

2

; b

11

xy; 

02

y

2

+ 

1

y; xy);

(v) (1� x

2

; 0; 

02

y

2

+ 

1

y; (1� x

2

)y);

(vi) (0; 1� xy; (1� xy)

0

; 1� xy).

íÙ Õ×ÉÄÉÍ × x6, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ (iii){(v) ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ w-SDOP. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ (a; b; ) ÅÓÔØ (a

00

; 0; 

01

y), (a

10

x; 0; 

01

y) ÉÌÉ (1� x

2

; 0; 

01

y),

ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �

1

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ � ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

y. ïÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �

1

= 

1

y � 

0

, ÇÄÅ 

0

É 

1

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x, �ÒÉÞÅÍ 

1

6= 0.

óÌÕÞÁÊ 1. a 6= 0 É 

1

6= onst. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.3, ÅÓÌÉ x

0

| ËÏÒÅÎØ 

1

, ÔÏ x

0

ÔÁËÖÅ

ËÏÒÅÎØ b

1

É ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ a. ðÏÓËÏÌØËÕ a | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ

×ÙÛÅ 2, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ Ä×ÏÊÎÏÊ ËÏÒÅÎØ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,  ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÒÁÔÎÙÊ) × x

0

. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ x

0

= 0,

É ÚÎÁÞÉÔ, a = x

2

, b

1

= b

11

x É 

1

= x

n

, n � 1. �ÏÇÄÁ 

0

=

1

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ p(x) =

P

k

p

k

x

k

. úÁÍÅÎÏÊ y = y

1

+ p

0

+ p

1

x + p

2

x

2

+ : : : ÍÏÖÎÏ

ÕÂÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p =

p

�n

x

�n

+ � � � + p

�1

x

�1

. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �

1

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 

0

(0) 6= 0, Á

ÚÎÁÞÉÔ, p

�n

6= 0, Ô. Å. ord

x

p = �n. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �Ï ÏÓÉ y ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

p

�n

= 1. ëÒÉ×ÁÑ �

1

= 0 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ x = x, y = p(x). �ÏÇÄÁ (12) ÄÁÅÔ

b(x; p) = x

2

p

0

; (x; p) = b(x; p)p

0

; É ÚÎÁÞÉÔ, (x; p) = (xp

0

)

2

: (17)

ðÏÓËÏÌØËÕ b = b

11

xy + b

0

(x), �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (17) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

b

11

�

x

�n+1

+ � � �+ p

�2

x

�1

+ p

�1

�

+ b

0

= �nx

�n+1

� � � � � 2p

�2

x

�1

� p

�1

: (18)

óÌÕÞÁÊ 1.1. n � 2. ðÏÓËÏÌØËÕ b

0

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÚ (18) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b

11

= �n, b

0

=

�p

�1

�b

11

p

�1

= (n�1)p

�1

(ËÏÎÓÔÁÎÔÁ) É p

�n+1

= � � � = p

�2

= 0, Ô. Å. p = x

�n

+p

�1

x

�1

.

�ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (17) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ



02

�

x

�n

+ p

�1

x

�1

�

2

+ (x

�n

+ p

�1

)

1

+ 

0

=

�

nx

�n

+ p

�1

x

�1

�

2

: (19)

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x

�2n

, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÉ x

�n�1

, �ÏÌÕÞÁÅÍ 

02

= n

2

É p

�1

= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p = x

�n

É b

0

= 0. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ p

�1

= 0 × (19), �ÏÌÕÞÁÅÍ n

2

x

�2n

+

x

�n



1

+ 

0

= n

2

x

�2n

, Ô. Å. 

1

= �x

n



0

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (a; b; ) = (x

2

; �nxy; n

2

y

2

�

x

n



0

y + 

0

), ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (i) �ÒÉ k = 0, ÅÓÌÉ � = �

1

. åÓÌÉ ÖÅ � ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÊ
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ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ �

0

(ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x), ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

0

|

ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (i) �ÒÉ k = 1.

óÌÕÞÁÊ 1.2. n = 1 (É ÚÎÁÞÉÔ, p = x

�1

). �ÏÇÄÁ (18) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ b

11

+b

0

= �1, Á ×ÔÏÒÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (17) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 

02

x

�2

+ x

�1



1

+ 

0

= x

�2

, ÏÔËÕÄÁ b

0

= �b

11

� 1, 

02

= 1

É 

1

= �x

0

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b = b

11

xy + b

0

= b

11

xy � b

11

� 1 É  = 

02

y

2

+ 

1

y + 

0

=

y

2

� xy

0

+ 

0

, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (ii), ÅÓÌÉ � = �

1

. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ

ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �

0

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ � ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b. �ÏÇÄÁ �

0

= x

É x ÄÅÌÉÔ b = b

11

(xy � 1)� 1. ðÏÜÔÏÍÕ b

11

= �1, É ÚÎÁÞÉÔ, b = �xy. üÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (i)

�ÒÉ n = k = 1.

óÌÕÞÁÊ 2. 

1

= onst. �ÏÇÄÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�Ï-

ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �

1

= y. åÓÌÉ � = �

1

, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (iii). éÎÁÞÅ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ, �=�

1

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÄÅÌÑÝÉÊ a É b, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (iv) É (v).

óÌÕÞÁÊ 3. a = 0. �ÏÇÄÁ � | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ � = �b

2

. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ

ÚÁÍÅÎÏÊ b �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ y, xy ÉÌÉ xy � 1. üÔÏ ÄÁÅÔ (iii), (iv) ÉÌÉ (vi). �

5. òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP × C

2

�ÒÉ 1 < w � 2

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP × C

2

. ïÎÉ ×ËÌÀÞÁÀÔ

× ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP �ÒÉ ×ÓÅÈ w × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 1 < w � 2 (ÓÍ. x3.2).

5.1. ëÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÉ C

2

. ðÕÓÔØ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP ×

C

2

, É �ÕÓÔØ � = a � b

2

. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ N (�) (É ÚÎÁÞÉÔ, N (�))

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ [(0; 0); (6; 0); (0; 3)℄ (ÓÍ. ÒÉÓ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ C

2

× ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ Z 6= 0 (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = X=Z, y =

Y=Z

2

) ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P

2

1;2;1

, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ

C

3

n f(0; 0; 0)g �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (X;Y; Z) � (�X; �

2

Y; �Z), � 6= 0 (ÍÙ

ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (X;Y; Z) ÞÅÒÅÚ [X:Y :Z℄). üÔÏ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ ÇÌÁÄËÏÅ ×ÎÅ ÔÏÞËÉ [0 :1: 0℄.

ïÂÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x; y) Ó N (P ) = [(0; 0); (6; 0); (0; 3)℄ ÚÁÄÁÅÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ

fP = 0g × C

2

, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × P

2

1;2;1

| ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ

ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ [0 :1: 0℄. åÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ

P

2

1;2;1

n f[0 :1: 0℄g ! P

1

; [X:Y :Z℄ 7! (X:Z); (20)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÈÌÉÓÔÎÙÍ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ fP = 0g ! P

1

. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ

ÔÏÇÏ, �ÏÞÅÍÕ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ P

2

1:2:1

ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊ C

2

× ÄÁÎ-

ÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ � ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÉÅ, É ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ

f� = 0g ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÙÍ ÉÌÉ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ [0 :1: 0℄. äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÔÁËÉÍÉ

ËÒÉ×ÙÍÉ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÄÕÔØ ÔÏÞËÕ [0 :1: 0℄. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ C

2

× ËÁÞÅÓÔ×Å

ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ (x; y) ÎÁ F

2

| �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ

ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓËÌÅÅÎÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÏ�ÉÊ C

2

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(x

k

; y

k

), k = 0; : : : ; 3 (ÇÄÅ x

0

= x, y

0

= y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ C

2

) É Ó ÆÕÎË�É-

ÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ

x

1

= 1=x; x

2

= x; x

3

= x

1

= 1=x;

y

1

= y=x

2

; y

2

= 1=y; y

3

= 1=y

1

= x

2

=y:

(21)
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íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ F

2

ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÏÒÕ. îÁ ÒÉÓ. 3

ÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ

ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ Ë ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÀ ËÁÒÔ ÍÙ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÁ

ÒÉÓ. 3, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ × F

2

ÎÅËÉÈ Ä×ÕÈ ËÒÉ×ÙÈ.

x

y

x

y

x
y

x
y

E

L

1

1

2
2

3
3

88
y =1

y =    x
14

òÉÓ. 3. ïÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÁÒÔ ÎÁ F

2

É ËÒÉ×ÙÅ

fy = 1g = fy

1

= x

2

1

g É fy = �x

4

� 1g = fy

3

= �x

2

3

=(1 + x

4

3

)g.

ðÒÏÅË�ÉÑ (20) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÒÏÅË�ÉÉ � : F

2

! P

1

, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ × ÁÆÆÉÎÎÙÈ

ËÁÒÔÁÈ ËÁË (x

k

; y

k

) 7! (x

k

: 1) �ÒÉ k = 0; 2 É (x

k

; y

k

) 7! (1 : x

k

) �ÒÉ k = 1; 3. üÔÏ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ P

1

. åÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ fP (x; y) = 0g ÅÓÔØ ÒÁÚ×ÅÔ-

×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg

y

P . ðÒÏÏÂÒÁÚ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ [0 :1: 0℄ �ÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ (ÍÙ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ E) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ y

2

= 0 ÉÌÉ y

3

= 0 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ

ËÁÒÔÁÈ. åÇÏ ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ �2.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÁÍÅÎ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÉÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× F

2

, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ C

2

.

5.2. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É deg

y

� = 3. ðÕÓÔØ (a; b; ; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ � = � = a� b

2

, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É deg

y

� = 3.

íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ (a; b; ; �) ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP (1; 2)-

ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ C | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ f� = 0g × F

2

. íÙ

ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ C

2

(× ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ËÒÉ×ÁÑ � = 0) Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-

ÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏÊ

fx

1

= 0g ÞÅÒÅÚ L

1

(ÓÍ. ÒÉÓ. 3). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ deg

y

� = 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ

Ó E É �j

C

| ÔÒÅÈÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. ðÕÓÔØ � :

~

C ! C | ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ

(ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ËÒÉ×ÏÊ C. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

~

C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g É � | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ×ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË. �ÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ

~

C ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ

Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÔ×ÑÍÉ ËÒÉ×ÏÊ C.

æÏÒÍÕÌÁ ÒÏÄÁ ÄÌÑ C ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

g = 1 +

1

2

C(C +K

F

2

)�

X

P2C

Æ

P

= 4�

X

P2C

Æ

P

; (22)

ÚÄÅÓØ Æ

P

= Æ

P

(C) { ÄÅÌØÔÁ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÁÒÙ (C;P ), Ô. Å. 2Æ

P

=

P

m

i

(m

i

� 1), ÇÄÅ

m

1

;m

2

; : : : | ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ P (ÚÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ \4" × (22) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
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[(0; 0); (6; 0); (0; 3)℄). õÄÏÂÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÏÄÁ (22) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ×Å-

Ô×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × [3, x3.2℄. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ P 2 C Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÔ×ÑÍÉ



1

; : : : ; 

r

�ÏÌÏÖÉÍ n

P

=

P

1�i<j�r



1

� 

j

. �ÏÇÄÁ Æ

P

= n

P

+

P

Æ(

i

), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

(22) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

g = 4� n�

X



Æ(); n =

X

P2C

n

P

; (23)

ÇÄÅ �ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ×ÅÔ×ÑÍ ËÒÉ×ÏÊ C.

äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×É t 7! (t) = (�(t); �(t)) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÄÅËÓ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÅÅ �ÒÏÅË�ÉÉ

� Æ  ÞÅÒÅÚ m

�

(). þÉÓÌÏ m

�

() ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

×ÅÔ×É  ÓÏ ÓÌÏÅÍ �ÒÏÅË�ÉÉ �, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ . åÓÌÉ ord � � 0, ÔÏ m

�

() =

ord

t

(�(t)� �(0)). åÓÌÉ ord � < 0, ÔÏ m

�

() = � ord

t

�. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á

2� 2g = 6�

X



(m

�

()� 1): (24)

ìÅÍÍÁ 5.1.

(a). ðÕÓÔØ  | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ P . �ÏÇÄÁ m

�

() � 3, Á ÔÁËÖÅ:

� ÅÓÌÉ m

�

() = 3, ÔÏ P 2 L

1

É  | ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÔ×Ø

(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÞÅÒÅÚ �

3

);

� ÅÓÌÉ m

�

() = 2 É ×ÅÔ×Ø  ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ P 2 L

1

(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÞÅÒÅÚ �

2

; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �

2

+ �

3

� 1);

� ÅÓÌÉ ×ÅÔ×Ø  ÏÓÏÂÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á A

2k

É �ÒÉ ÜÔÏÍ m

�

() = 2

(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÞÅÒÅÚ �

2k

);

(b). ëÒÉ×ÁÑ C ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ (Ô. Å. g = 0) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×

(ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ n, �

k

, �

k

ÍÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ):

(i) �

2

= �

4

= �

3

= n = 1;

(ii) �

2

= 4;

(iii) �

2

= 3 É �

2

= n = 1;

(iv) �

2

= n = 2 É �

3

= 1.

(v) �

4

= 2 É �

3

= 1;

(vi) �

2

= �

6

= �

3

= 1;

(vii) �

2

= 2 É �

4

= �

2

= 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a). óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.4. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ

�ÏÑÓÎÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ×ÅÔ×É  × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m

�

() = 3, É ÚÎÁÞÉÔ, P 2 L

1

.

ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ P ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(x

1

; y

1

) = (0; 0) (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). �ÏÇÄÁ v



(y

1

) > 0 É ÕÓÌÏ×ÉÅ m

�

() = 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

v



(x

1

) = 3, Ô. Å. v



(x) = �3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v



(y) 62 [�4;�1℄ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.4(). éÚ (21)

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v



(y

1

) = v



(y)�2v



(x) = v



(y)+6, �ÏÜÔÏÍÕ v



(y

1

) 62 [2; 5℄. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ v



(y

1

) < 6. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v



(y

1

) = 1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

(b). éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �

2

+ �

3

� 1 É ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (23) É (24) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

4 = g + n+

X

k�1

k�

2k

; 2g+ 4 = �

2

+ 2�

3

+

X

k�1

�

2k

:
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÷ÓÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ (i){(vii). �

åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ × P

2

ÉÍÅÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ t 7!

�

�(t) : �(t) : �(t)

�

, ÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

t 7! ( _�� �

_

�� :

_

�� �

_

�� :

_

�� � _��): (25)

ìÅÍÍÁ 5.2. óÌÕÞÁÉ (v){(vii) ÌÅÍÍÙ 5.1 ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÒÉ×ÁÑ

C ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ t 7! [X : Y : Z℄ ×Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ××ÅÄÅÎÎÙÈ × x5.1:

(i) [ 32 (t+ 1) : 256 (5t+ 3)(t+ 3) : (t+ 3)

3

℄, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

� = y

3

� 20xy

2

+ 16y

2

+ 45x

3

y � 40x

2

y � 27x

5

+ 25x

4

; (26)

(ii) [ t

2

(t+ 1) : t

2

(2t+ 1) : 3t+ 1 + �t

2

(t+ 1) ℄, ÇÄÅ �

3

� 9�

2

+ 27� 6= 0;

(iii) [ (t� 1)

2

(t��) : (t� 1)

3

(2t

3

+ t

2

��t

2

+ t��t� 2�) : (t+�)

2

(�t+2t� 2�� 1) ℄,

ÇÄÅ �(�

2

� 1)(�

2

+ 4�+ 1) 6= 0.

(iv) [ (t� 2)

2

(t+ 1) : (t� 2)

3

(3t

2

+ 3�t+ 2�) : 1 ℄, ÇÄÅ � 62 f�3=2; 7=2g.

blowup

òÉÓ. 4

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× (i){(vii) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ C ÏÓÏÂÁ ×

ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÁÒÔÙ. òÁÚÄÕÅÍ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ÓÔÑÎÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏ-

ÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÙÈ x = 0 É E. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÒÉ×ÕÀ

C

1

ÎÁ P

2

, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �(x; xy)=x

2

= 0.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (X

1

: Y

1

: Z

1

) ÎÁ P

2

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

x = X

1

=Z

1

, y = Y

1

=Z

1

.

�ÏÇÄÁ C

1

| ËÒÉ×ÁÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÑÍÏÊ X

1

= 0 × ÔÏÞËÅ (0:1:0)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 4). åÓÌÉ C ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

2k

× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎ-

ÎÏÓÔØ A

2k�2

ÇÄÅ-ÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ X

1

= 0 (�ÒÉ k > 1) ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏÅ ËÁÓÁÎÉÅ Ó ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ

(�ÒÉ k = 1). ðÒÑÍÁÑ Z

1

= 0 ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÏÊ L

1

, �ÏÜÔÏÍÕ C

1

ÉÍÅÅÔ Ó ÎÅÊ ËÁÓÁÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ, ÞÔÏ É C Ó �ÒÑÍÏÊ L

1

. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; 2)-

ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÒÉ×ÁÑ C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ C

1

[ fX

1

Z

1

= 0g.

÷Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÚ x5.1 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (X

1

: Y

1

: Z

1

) ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

[X : Y : Z℄ = [X

1

: X

1

Y

1

: Z

1

℄: (27)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.1.

óÌÕÞÁÊ (i). âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÄ A

1

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �Ï-

ÇÄÁ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

2

É A

4

. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÎÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ



18 ó. à. ïòå÷ëï÷

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C P

2

, É ÏÎÁ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, [3, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.10(iii)℄). �ÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÇÉÂÁ P (ÔÁË

ËÁË Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÁÓ� A

2

), É �ÒÑÍÁÑ Z

1

= 0 ËÁÓÁÅÔÓÑ ×

P ËÒÉ×ÏÊ C

1

. ðÕÓÔØ Q | ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C

1

Ó �ÒÑÍÏÊ fZ

1

= 0g

(ÓÍ. ÒÉÓ. 5). �ÏÇÄÁ Q = (0:1:0) É �ÒÑÍÁÑ fX

1

= 0g ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ C

1

× Q. üÔÏ

ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ C

1

[fX

1

Z

1

= 0g ÚÁÄÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ P

2

, ÉÚ

ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

ËÒÉ×ÁÑ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÁÓ� × [

32

27

:

256

81

: 1℄ (t = 0), ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

4

× [0:0:1℄ (t = 1),

ÎÏÄ × [1:1:1℄ (t = �5� 2

p

5) É �ÅÒÅÇÉÂ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ L

1

× [1:0:0℄ (t = �3).

88L

A4 A2

P
Q

òÉÓ. 5. ë×ÁÒÔÉËÁ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

2

É A

4

.

óÌÕÞÁÊ (ii). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÁÑ C

1

ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÁÓ�Á A

2

. ðÒÑÍÁÑ X

1

= 0 |

ÅÅ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ (ÔÒÅÈËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ)

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C P

2

, Õ ÎÅÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ,

�ÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ P É Q Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÁÒÙ (P

2

; C

1

) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ �ÒÑÍÏÊ Z

1

= 0, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ

P , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.

ëÒÉ×ÁÑ C

1

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ËÕÂÉËÅ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ Ä×Å ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. íÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÕ ÉÚ ÎÉÈ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ

(É ÔÏÇÄÁ ËÁÓ�Ù ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

(X

2

: Y

2

: Z

2

) ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

X

2

= t

2

(t+ 1)

2

; Y

2

= 2t+ 1; Z

2

= (t+ 1)(3t+ 1);

�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ X

2

= 0 | ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, Á ËÁÓ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ t = (�3 � i

p

3)=6 É

t = 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ X

1

= X

2

, Y

1

= Y

2

É Z

1

=

Z

2

+�X

2

. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ × (27), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

�

3

�9�

2

+27� ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÌÕÞÁÑÍ, ËÏÇÄÁ L

1

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ

ËÁÓ�, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÉÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5.1(a)).

óÌÕÞÁÊ (iii). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÁÑ C

1

ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÁÓ�Á A

2

É ÏÄÉÎ ÎÏÄ A

1

. âÕÄÅÍ

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÁÓ�Ï× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÁÑ



ä÷õíåòîùå äéææõúéïîîùå ïò�ïçïîáìøîùå íîïçïþìåîù 19

X

1

= 0 | ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ. ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ C

2

=

�

C

1

| �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ Ë C

1

.

éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÀËËÅÒÁ (× ÆÏÒÍÅ [3, x3.2℄ ÉÌÉ [4℄), ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ

ËÒÉ×ÙÈ Ó Ä×ÕÍÑ ËÁÓ�ÁÍÉ, ÏÄÎÉÍ ÎÏÄÏÍ É ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C

2

ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÁÓ�Á É

ÏÄÉÎ ÎÏÄ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (X

3

: Y

3

: Z

3

) ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ

�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

X

3

= t

2

; Y

3

= (t� 1)(t� �); Z

3

= t

2

(t� 1)(t� �): (28)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÓ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ t = 0 É t = 1. îÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ t = 1 É t = �.

âÕÄÕÞÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë C

2

, ËÒÉ×ÁÑ C

1

× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ-

�ÉÀ

t 7! '(t) = (X

2

: Y

2

: Z

2

) =

�

2(t� 1)

2

(t� �)

2

: �+ 1� 2t : (�+ 1)t� 2�

�

(ÓÍ. (25)). �ÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ C

2

ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ×ÅÔ×ÑÍ

ËÒÉ×ÏÊ C

3

× ÎÏÄÅ, É ÜÔÏ '(1) É '(�), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ X

1

= X

2

. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (X

1

:Y

1

:Z

1

)

ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÅÖÁÔ × (0:0:1) É (0:1:0). ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ t

ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ '(1) = (0:1:0). �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÁÑ Z

1

= 0 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ (0:1:0) É ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ C

1

, ÞÔÏ ÄÁÅÔ

Z

1

=

�

2

X

2

+ (�+ 1)Y

2

+ �

2

(�+ 1)Z

2

:

ðÒÑÍÁÑ Y

1

= 0 ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ (0:0:1). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ Y

1

= Y

2

+Z

2

É, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (27), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ËÒÉ×ÏÊ C.

õÓÌÏ×ÉÅ � 62 f0; 1g ÑÓÎÏ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. åÓÌÉ � = �1, ÔÏ C

2

×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÕÄ×ÏÅÎ-

ÎÕÀ ËÏÎÉËÕ, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ X

3

, Y

3

É Z

3

ÂÕÄÕÔ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ t

2

(ÓÍ. (28)). åÓÌÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �

2

+ 4� + 1, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÁÓ�Ï× ÌÅÖÉÔ ÎÁ L

1

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÌÅÍÍÅ 5.1.

óÌÕÞÁÊ (iv). õÓÌÏ×ÉÅ n = 2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

Y2= 0

Z
1 = 0

Z
2 = 0 X

1
=

 0

X
2
= 

0

X
3
= 

0

0t =

t = t1
t = t2

t = 2

Z
3 = 0

Y3= 0

8 8t =

−1t =

0L

L 8

òÉÓ. 6. óÌÕÞÁÊ (iv

1

) ÌÅÍÍÙ 5.2.
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óÌÕÞÁÊ (iv

1

): 2A

2

+2A

1

. ëÒÉ×ÁÑ C ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÁÓ�Á É Ä×Á ÎÏÄÁ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÁÓ�Ï× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ËÁÓ� É

Ä×Á ÎÏÄÁ. ðÒÑÍÁÑ X

1

= 0 | ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, É �ÒÑÍÁÑ Z

1

= 0 | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ×

ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÇÉÂÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ Y

1

= 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ

ËÁÓÁÎÉÑ. úÁÔÅÍ ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (X

2

: Y

2

: Z

2

), ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ

ÒÉÓÕÎËÁ 6, É �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ëÒÅÍÏÎÙ (X

2

: Y

2

: Z

2

) 7! (X

3

: Y

3

: Z

3

) =

(Y

2

Z

2

: Z

2

X

2

: X

2

Y

2

). �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ X

1

= 0 É Z

1

= 0 �ÅÒÅÊÄÕÔ × �ÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

0

É L

1

. ïÂÒÁÚ C

1

| ËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ C

3

, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ

Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÒÉÓ. 6 (Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �ÒÑÍÏÊ Z

3

= 0 ÔÁÍ ÎÅ

�ÏËÁÚÁÎÙ). ðÒÑÍÙÅ X

2

= 0 É Z

2

= 0 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

1

× ÎÏÄÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ C

3

ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ × �ÕÞËÅ �ÒÑÍÙÈ

ÞÅÒÅÚ (0 : 1 : 0) (ÓÍ. ÒÉÓ. 7).

(0:1:0)

òÉÓ. 7. îÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ËÁÓÁÎÉÅ × A

1

× ÓÌÕÞÁÅ (iv

1

).

ðÕÓÔØ (X

4

: Y

4

: Z

4

) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ C

3

ÉÍÅÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ t 7!

'(t) = (t

2

: t

3

: 1). ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ C

3

ËÁÓÁÅÔÓÑ L

0

× '(2) = (4 : 8 : 1). �ÏÇÄÁ C

3

\L

0

= '(�1) = (1 : �1 : 1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 6)

É ×ÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ �ÒÑÍÏÊ Y

3

= 0, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ

'(�1), Ô. Å. ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ Y

3

= (Y

4

+ Z

4

)�

�(X

4

� Z

4

). ðÕÓÔØ '(t

1

) É '(t

2

) | Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ C

3

\ fX

3

= 0g. �ÏÇÄÁ t

1

É

t

2

| ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (t

3

+ 1) = �(t

2

� 1), ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ �1, Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

t

2

� (� + 1)(t � 1) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, t

2

= t

1

=(t

1

� 1) É � = (t

3

1

+ 1)=(t

2

1

� 1).

ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ C

3

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

(X

3

:Y

3

:Z

3

) =

�

t

3

� t

3

1

� 3(t

2

� t

2

1

) : (t+ 1)(t� t

1

)(t� t

2

) : t

3

� t

3

2

� 3(t

2

� t

2

2

)

�

;

É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÕÔÉÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ÄÌÑ

C. ðÒÉ � 2 f�3=2; 7=2g ÜÔÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÓÌÕÞÁÀ (i).

óÌÕÞÁÊ (iv

2

): A

2

+ D

5

. ëÒÉ×ÁÑ C ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ËÁÓ� É ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÏÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á D

5

(Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ u(u

2

+ v

3

) = 0 × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ).

íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ D

5

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÙ ÍÏ-

ÖÅÍ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ Y = 0 ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×Å-

Ô×É É �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C Ó �ÒÑÍÏÊ Z = 0. �ÏÇÄÁ N (�) =

[(4; 0); (5; 0); (0; 3); (1; 2)℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ

ËÒÉ×ÕÀ × P

2

Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ îØÀÔÏÎÁ [(1; 0); (2; 0); (0; 3); (0; 2)℄ (ÓÒ. Ó ÒÉÓ. 4). üÔÏ
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ËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÏÅ (Ô. Å. Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ) ËÁÓÁÎÉÅ Ó �ÒÑÍÏÊ X

1

= 0

É ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ËÁÓÁÎÉÅ Ó �ÒÑÍÏÊ Z

1

= 0. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ C[fX

1

Z

1

= 0g Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ P

2

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÉ×ÁÑ

C ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,

ÞÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ, ÄÁÅÔ �ÒÉ � = �1 ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ

ËÒÉ×ÕÀ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÁÓ� × [0 : 0 : 1℄ É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ D

5

× [4 : 16 : 1℄.

óÌÕÞÁÊ (iv

3

): 2A

2

+A

3

. ëÒÉ×ÁÑ C ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÁÓ�Á A

2

É ÏÄÉÎ ÔÁËÎÏÄ A

3

(�ÒÏÓÔÏÅ

ËÁÓÁÎÉÅ Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÁÓ�Ï× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ×

ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ËÁÓ� A

2

, ÏÄÉÎ ÔÁËÎÏÄ A

3

É �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ

ÏÄÎÕ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ (�ÒÑÍÁÑ X

1

= 0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ

ÄÌÑ Ë×ÁÒÔÉËÉ × P

2

. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ

× ÆÏÒÍÅ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ × [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3℄. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ [4℄ ÍÙ ÉÍÅÅÍ d = 4, g = 0,

n

v

= 2, 

v

= 1, É ÚÎÁÞÉÔ,

^

d = 5 × ÓÉÌÕ [4, ÕÒÁ×Î. (1.6)℄. �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ [4, (1.8){(1.9)℄

�ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ n̂+ ̂ = 6 É 2n̂+ 3̂ = 16, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ n̂ = 2.

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÔ×É, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë ×ÅÔ×ÑÍ × ÔÁËÎÏÄÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÎÏÄ

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ É ÞÔÏ ÏÎ ÄÁÅÔ ×ËÌÁÄ 2 × ×ÅÌÉÞÉÎÕ n̂. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ Ä×ÏÊ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅÔ ÎÏÄÏ×, Ô. Å. Õ ËÒÉ×ÏÊ C

1

ÎÅÔ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

óÌÕÞÁÊ (v). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

2

(ÎÁ �ÒÑÍÏÊ X

1

= 0) É A

4

.

îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C P

2

, �ÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ (ÓÒ. ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ (i)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

Õ ÎÅÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÇÉÂÁ, ÔÁË ËÁË Õ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÁÓ�

A

2

. ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ C

1

ÅÓÔØ ÍÁÌÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ

×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ä×ÏÊÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÏ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ × ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.10 × [3℄ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÒÑÍÁÑ Z

1

= 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ÔÏÞËÅ

�ÅÒÅÇÉÂÁ P . ðÒÑÍÁÑ X

1

= 0 | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ Q, × ËÏÔÏÒÏÊ C

1

ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ Z

1

= 0, �ÒÉÞÅÍ ÏÎÁ (�ÒÑÍÁÑ X

1

= 0) ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ

ËÁÓ� A

2

. íÙ ×ÉÄÉÍ ÎÁ ÒÉÓ. 5, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÕÇÁ A

2

QA

4

×Ù�ÕËÌÁ.

óÌÕÞÁÊ (vi). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ |

ÜÔÏ A

6

. �ÏÇÄÁ C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

2

É A

4

É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ

(v) ÎÏ ÔÏÞËÉ A

2

É A

4

ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÏÌÑÍÉ.

óÌÕÞÁÊ (vii). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

| ÜÔÏ A

2

. �ÏÇÄÁ X

1

= 0 | ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É C

1

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

2

É A

4

. ëÁË

ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ × ÓÕÞÁÅ (v), ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÉÍÅÔØ ÂÉËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÔÁË ËÁË Õ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅÔ ÎÏÄÏ×. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ (g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP=R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É deg

y

� = 3. �ÏÇÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÌÉÂÏ (g; �) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP, ÌÉÂÏ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-

ÌÏÊ (26) É

g =

�

y + 8x� 9x

2

5(4y � 3xy � x

2

)

5(4y � 3xy � x

2

) �25(y

2

� 4xy + 3x

3

)

�

: (29)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÄÁÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ (X(t); Y (t); Z(t)) ×Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÚ x5.1, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (12), �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë �(t) = X(t)=Z(t),
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�(t) = Y (t)=Z(t)

2

, ÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

a

ij

, b

ij

, 

ij

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù g. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× (i){(iv) ÌÅÍÍÙ 5.2 ÍÙ ÒÅÛÁÅÍ

ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ (i) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ

ÒÅÛÅÎÉÅ | ÜÔÏ (29).

÷ ÓÌÕÞÁÑÈ (ii){(iv) ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. õ

ÎÅÅ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

(Î.Ï.Ä.) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ Î.Ï.Ä. ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ �, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÉÓËÌÀÞÅÎÙ × ÌÅÍÍÅ 5.2. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ (ii) Î.Ï.Ä. ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �,

ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �

2

� 9�+ 27. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.4. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-DOP, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × [1, x8℄ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ (Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) × ÎÁÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.3 ÚÁÍÅÎÏÊ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

�

1

=

2 +

p

5

5

(x� 1); �

2

= �

p

5

125

(4y � 5x+ 1):

5.3. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ � ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ (g; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP É deg

y

� = 2.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP. �ÏÇÄÁ (1; 2)-

ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (g; �) �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-

AlgDOP, ÌÉÂÏ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×:

(i) � = y

2

� x

3

É

g =

�

4y 6x

2

6x

2

9xy + ��

�

+ (�x+ �)

�

4x 6y

6y 9x

2

�

: (30)

íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ (�; �; �) ÎÁ (��; ��; �

�1

�) ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ � 6= 0.

(ii) � = y(y � x

2

), g = g

(�;�;�)

�ÒÉ (�; � � �

2

; �) 6= (0; 0; 0), � 2 f0; 1g, ÇÄÅ

g

(�;�;�)

= (y � x

2

)

�

1 0

0 �y

�

+ (�x+ �)

�

x 2y

2y 4xy

�

:

(iii) � = y(y � x

2

+ 1) É g = g

(�;�)

�ÒÉ (�; � � �

2

) 6= (0; 0), ÇÄÅ

g

(�;�)

= (y � x

2

+ 1)

�

1 0

0 �y

�

+ �

�

x

2

� 1 2xy

2xy 4x

2

y

�

: (31)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÅÍÍ 3.2 É 3.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × � ÎÅÔ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ x

k

y

2

�ÒÉ

k > 0. ìÏËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÅÂÒÁÍ N (�) (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.1). ðÏÜÔÏÍÕ

ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.4(d) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁËÌÏÎ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ËÒÕÞÅ, ÞÅÍ 1:2, Á ÚÎÁ-

ÞÉÔ, N (�) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ [(0; 0); (4; 0); (0; 2)℄. üÔÏÔ ÆÁËÔ × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó
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ÌÅÍÍÏÊ 3.3 (ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ � = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ) ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÑÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ � Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ

ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ (i){(iii), Á ÔÁËÖÅ y(y � x) É y

2

� 1.

÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12) ÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× a, b,  (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù g). òÅÛÁÑ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÍÙ

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ÷ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ a

1

= 0,

ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÎÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏ a

1

= 1. ðÁÒÁÍÅÔÒ � × ÓÌÕÞÁÅ (ii) ÍÏÖÎÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 0 ÉÌÉ 1 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.7). õÓÌÏ×ÉÑ

(�; ���

2

; �) 6= (0; 0; 0) (× ÓÌÕÞÁÅ (ii)) É (�; ���

2

) 6= (0; 0) (× ÓÌÕÞÁÅ (iii)) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ det g 6= 0. �

ìÅÍÍÁ 5.6. ðÕÓÔØ (g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP, ÎÅ Ó×ÏÄÑÝÅÅÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ

ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP. ðÕÓÔØ � = y(y� p

1

(x))(y� p

2

(x)). �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎl p

1

p

2

ÉÍÅÅÔ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÒÁÔÎÙÈ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.5, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë (g; y(y � p

k

)), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

a

0

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ËÏÒÎÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p

k

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ g

11

= a

01

y + a

0

(x)).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a

0

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ y ÄÅÌÉÌ ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù g, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÄÅÌÉÌ ÂÙ

det g, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ det g = � (ÓÍ. ÒÉÓ. 1) É � ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ (g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP=C ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ � �ÒÉ×ÏÄÉÍ É deg

y

� = 3. �ÏÇÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÉÂÏ (g; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP, ÌÉÂÏ g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

(30) �ÒÉ (�; �; �) = (�18;�3=2; 1=2), Á ÚÎÁÞÉÔ, � = �

1

�

2

, ÇÄÅ �

2

= y

2

� x

3

É �

1

=

8y � 3x

2

� 6x+ 1.

÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÁÑ � = 0 ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á A

1

, A

2

, A

5

× ÔÏÞËÁÈ

(

1

9

;�

1

27

), (0; 0), (1; 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ � = �

1

�

2

, ÇÄÅ deg

y

�

k

= k. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.4,

(g;�

2

) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, (g;�) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅ-

ÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP (1; 2)-ÚÁÍÅÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ

(g;�

2

). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (g;�

2

) ÔÁËÏÅ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 5.5.

óÌÕÞÁÊ 1. �

2

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. �ÏÇÄÁ (g;�

2

) ÔÁËÏÅ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 5.5(i). ÷ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ det g = �

1

�

2

, ÇÄÅ �

1

= �y � f(x), É ÚÎÁÞÉÔ, � 6= 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ

�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ � = t, � = f(t)=� ËÒÉ×ÏÊ f�

1

= 0g ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

a(�; �) _� � b(�; �)

_

� = 6FG=�

2

= 0; b(�; �) _� � (�; �)

_

� = FGH=�

2

= 0;

ÇÄÅ F = At � 3B, A = (� � 12�)(� � 9�), B = 18 + 5�� � 36��, G = (�t + �)

2

� t

É H = (9� � �)t + 9�. ðÏÓËÏÌØËÕ G ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ, ÍÙ

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ A = B = 0.

åÓÌÉ � = 9�, ÔÏ B = �27(2+��) É ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP, ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÏÅ

× [3, x4.10℄.
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åÓÌÉ � = 12�, ÔÏ B = �18(3 + 4��) É ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

óÌÕÞÁÊ 2. �

2

�ÒÉ×ÏÄÉÍ. �ÏÇÄÁ f� = 0g = L

1

[ L

2

[ L

3

, ÇÄÅ L

k

= fy = p

k

(x)g,

k = 1; 2; 3. ðÕÓÔØ P

1

= L

1

\ (L

2

[ L

3

), P

2

= L

2

\ (L

3

[ L

1

), P

3

= L

3

\ (L

1

[ L

2

).

�ÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× P

k

ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.5, ÅÓÌÉ k 6= m, ÔÏ L

k

É L

m

ÌÉÂÏ ËÁÓÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×

Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, � = y(y �

p(x))(y � �p(x)), ÇÄÅ � 62 f0; 1g É p(x) ÅÓÔØ x

2

ÉÌÉ x

2

� 1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ g ÔÁËÏÅ, ËÁË ×

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 5.5 (ii) ÉÌÉ (iii). ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ

�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ �(t) = t, �(t) = �p(t) ËÒÉ×ÏÊ y = �p(x). �

6. òÅÛÅÎÉÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ DOP/SDOP × R

2

6.1. ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ � ÂÅÚ ÎÏÒÍÁÌÉ-

ÚÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÀÄÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 1=

R




� dx.

�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ (
; g; �) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-DOP × R

2

, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÅ-

ÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-DOP, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÌÉÂÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-DOP, ÌÉÂÏ

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× (ÓÍ. ÒÉÓ. 8):

(B1) (ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ) g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (29), � = �

1

25

det g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (26), 


| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g É � = �

p�1

�ÒÉ p >

3

10

;

(B2) (ËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ Ó ËÕÂÉÞÅÓËÉ ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÏÊ) g ËÁË × �ÒÅÄÌ. 5.7,

Ô. Å.

g = g

(�18;�

3

2

;

1

2

)

=

�

4(2y � 3x

2

+ x) 6(y � 3xy + 2x

2

)

6(y � 3xy + 2x

2

) 9(x

2

+ x

3

+ 2xy � 4y

2

)

�

;

1

36

det g = � = �

1

�

2

, ÇÄÅ �

1

= 8y � 3x

2

� 6x + 1, �

2

= x

3

� y

2

, ÏÂÌÁÓÔØ 
 |

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g É � = �

p�1

1

�

q�1

2

�ÒÉ p > 0,

q >

1

6

, p+ q >

2

3

;

(B3) (�ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË) g = g

(�;�)

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (31) �ÒÉ � < 0 É � � 0;


 = fx

2

� 1 < y < 0g É � = (�y)

p�1

(y � x

2

+ 1)

q�1

�ÒÉ p; q > 0.

òÅÛÅÎÉÅ (B3) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-DOP (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ � = 4� (ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÕÖÅ ÔÁËÏ×Ï), ÌÉÂÏ � = 4��4. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x; y) 7! (x; x

2

�y�1) �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ g

(4��4;�)

× �g

(4�4�;1��)

.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g

(4�;�)

= ��G

0

�1=�

× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ [3, x4.5℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 5.3, 5.5 É 5.7, ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ

(1;1)-AlgDOP ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g É �ÒÉ ÜÔÏÍ

ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó

ÒÁÚÄ. 2.3) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-AlgDOP, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ

ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-DOP, ËÏÔÏÒÙÅ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-DOP.
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(0; 0)

(1; 1)

�

32

27

;

256

81

�

(0; 0)

�

1

9

;�

1

27

�

(1; 1)

äÏÄÅËÁÜÄÒÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ëÕÂÉËÁ y

2

= x

3

É �ÁÒÁÂÏÌÁ

òÉÓ. 8. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.1.

õÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ � É � × ÓÌÕÞÁÅ (B3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁ-

ÔÒÉ�Ù g. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ g(0; y) = diag

�

y� � +1; �y(1+ y)

�

, ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ g ÎÁ 
 \ fx = 0g ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � < 0 É � � 0. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ � < 0 É � � 0.

�ÏÇÄÁ g > 0 × (0;�

1

2

), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ � ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×

ÎÕÌØ × 
. íÙ ÉÍÅÅÍ � = y�

1

É � := det(g) = y�

0

�

1

, ÇÄÅ

�

0

= �y + (4� � �)(1� �)x

2

+ �(1� �); �

1

= y � x

2

+ 1: (32)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f�

0

= 0g \ 
 = ?. åÓÌÉ � = 0, ÔÏ �

0

= ��

1

É ×ÓÅ

ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ �

0

= 0 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �
.

÷ÉÄ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11, ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ Õ � ÅÓÔØ

ËÒÁÔÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ïÎ ÅÓÔØ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ (B3), �ÒÉÞÅÍ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ (32), ÔÏÌØËÏ

�ÒÉ � = 0 (ÔÏÇÄÁ � = �y�

2

1

) ÉÌÉ �ÒÉ � = 1 (ÔÏÇÄÁ � = �y

2

�

1

). ÷ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕ-

ÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ x2.3 (ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ

ÚÁÍÅÔÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁÍÅÎÏÊ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ × ÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ p É q | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. [3,

Remark 2.28℄). �

�ÅÏÒÅÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ (
; g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-DOP × R

2

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ


 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1;1)-

ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(B4) (g;�) ÔÁËÏÅ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 4.3(i) �ÒÉ 

02

< 0, 
 = f� > 0g \ fx

2

< 1g |

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g, É
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� ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ m;n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ � = �

p�1

�ÒÉ p > max

�

1

2

�

1

n

;

1

2

�

1

m

�

;

� ÅÓÌÉ m É n ÏÂÁ ÞÅÔÎÙ, ÔÏ

� =

�

(1� x)

m

2

(1 + x)

n

2

+ y

�

p�1

�

(1� x)

m

2

(1 + x)

n

2

� y

�

q�1

�ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ p É q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p+ q > max

�

1�

2

n

; 1�

2

m

�

.

(B5) (g;�) ÔÁËÏÅ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 4.3(iii) �ÒÉ k = x

0

= 1, n � 1, É 

02

� 0, (Ô.Å.

� = x�

2

, �

2

= (1 � x)

n

� y

2

), 
 = f� > 0g \ f0 < x < 1g | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g, É

� ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ � = x

r�1

�

p�1

2

�ÒÉ r > 0 É p > max

�

0;

1

2

�

1

n

�

;

� ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ � = x

r�1

�

(1� x)

n=2

+ y

�

p�1

�

(1� x)

n=2

� y

�

q�1

�ÒÉ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ p, q, r ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p+ q > 1�

2

n

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3, ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-

AlgDOP, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

2

n f� = 0g.

óÌÕÞÁÊ (B4). íÙ ÉÍÅÅÍ

� := det(g) = �

0

�; �

0

=

1

4

�

(n�m)� (n+m)x

�

2

� 

02

(1� x

2

):

õÓÌÏ×ÉÅ 

02

< 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 

02

� 0. �ÏÇÄÁ

�

0

(x

0

) = �

4

02

(

02

+mn)

4

02

+ (m+ n)

2

� 0 �ÒÉ x

0

=

n

2

�m

2

4

02

+ (m+ n)

2

:

ðÏÓËÏÌØËÕ jx

0

j < 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ (x

0

; 0) 2 
, É ÚÎÁÞÉÔ, �(x

0

; 0) > 0. ðÏÜÔÏÍÕ �(x

0

; 0) =

�

0

(x

0

)�(x

0

; 0) � 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, g ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ 
.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ 

02

< 0, ÔÏ �

0

(x) � �

02

(1�x

2

) > 0 �ÒÉ jxj < 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �j




> 0,

ÞÔÏ ×ÌÅÞÅÔ gj




> 0 �Ï ËÒÉÔÅÒÉÀ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ, ÔÁË ËÁË aj




> 0.

�ÒÅÂÕÅÍÙÊ ×ÉÄ � ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, � { ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ g (�Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.3) É Õ � ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.11, � ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ×ÉÄ, ÎÏ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÅÍ exph. ÷ ÓÉÌÕ (10) ÍÙ ÉÍÅÅÍ deg

y

h = 0, Ô. Å. h

0

y

= 0. �ÏÇÄÁ ÉÚ (7) ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ deg

(1;w)

bh

0

x

� w, ÏÔËÕÄÁ h

0

x

= 0, ÔÁË ËÁË deg

(1;w)

b > w. ðÏÜÔÏÍÕ h

0

x

= h

0

y

= 0,

Ô. Å. h | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÎÁÞÉÔ, � ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ×ÉÄ.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ p É q | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. [3, Remark 2.28℄).

óÌÕÞÁÊ (B5). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÞÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ (B4). íÙ ÉÍÅÅÍ

� := deg g = �

0

�, ÇÄÅ �

0

=

1

4

n

2

x � 

02

(1 � x). õÓÌÏ×ÉÅ 

02

� 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ g > 0.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ 

02

> 0, ÔÏ �(x

0

) = 0 É 0 < x

0

< 1 �ÒÉ x

0

= 

02

=(

02

+

1

4

n

2

),

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(x

0

; 0) = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÆÏÒÍÁ gj




ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ 

02

� 0, ÔÏ �

0

(x) > 0 �ÒÉ 0 < x < 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�j




> 0, É ÚÎÁÞÉÔ, gj




> 0 (ÔÁË ËÁË aj




> 0).

÷ÉÄ � ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ (B4). �



ä÷õíåòîùå äéææõúéïîîùå ïò�ïçïîáìøîùå íîïçïþìåîù 27

6.2. îÅËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 6.3. ìÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (
; g; �) ÚÁÄÁÞÉ (1; 2)-SDOP × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ 
 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)- ÉÌÉ (1;1)-SDOP (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � = deg g É � | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ g (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ 2.10). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ (g;�) ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-AlgDOP.

÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ [3℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ x6.3) ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,

ÞÔÏ (
; g; �) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-SDOP. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ

ÍÅÒÙ � dx ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ exp(Q) × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.11 ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÅÎ, Á ÚÎÁÞÉÔ,

deg

y

� � deg

y

� � 2 (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.14).

óÌÕÞÁÊ 1. deg

y

� = 2. �ÏÇÄÁ g ÔÁËÁÑ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 5.5. õÓÌÏ×ÉÅ deg

y

� < 3

×ÌÅÞÅÔ � = 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (i){(iii), É �Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ x2.3 ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ Õ

� ÎÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

óÌÕÞÁÊ 2. deg

y

� = 1. �ÏÇÄÁ deg

y

a = 1 É � = y Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁ-

ÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-AlgDOP (ÓÍ. ÌÅÍÍÙ

3.2{3.3 É ÒÉÓ. 2) É ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÁÌÏ ÂÙ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-SDOP.

éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á � = y × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó (12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y ÄÅÌÉÔ b É . ðÏÓËÏÌØËÕ

deg

y

a = 1 É deg

y

b � 1, ÕÓÌÏ×ÉÅ deg

y

(a � b

2

) < 3 ×ÌÅÞÅÔ deg

y

 = 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

(a; b; ) = (y + a

0

; yb

1

; y

1

) É � = (

1

� b

2

1

)y

2

+ a

0



1

y. åÓÌÉ deg 

1

� 1, ÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-SDOP. ðÕÓÔØ ÔÏÇÄÁ deg 

1

= 2.

óÌÕÞÁÊ 2.1. a

0

6= 0. �ÏÇÄÁ y

2

ÎÅ ÄÅÌÉÔ �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.11,

� = e

h

y

�

ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ deg

y

h � 1, ÚÎÁÞÉÔ, h = yh

1

(x) + h

0

(x). éÚ (7)

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L

k

2 P

w

(w

k

), w = (1; 2), ÇÄÅ

L

1

= (y + a

0

)(yh

0

1

+ h

0

0

) + yb

1

h

1

; L

2

= yb

1

(yh

0

1

+ h

0

0

) + y

1

h

1

:

õÓÌÏ×ÉÅ L

1

2 P

w

(w

1

) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ deg

y

L

1

= 0, deg

x

L

1

� 1. ðÏÜÔÏÍÕ h

0

1

= 0 (É

ÔÏÇÄÁ h

1

= onst) É h

0

0

= �h

1

b

1

. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ h

1

< 0

(ÍÙ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 
 = fy > 0g). íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÑ y, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

h

1

= �1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h

0

0

= b

1

. �ÏÇÄÁ L

1

= a

0

b

1

É L

2

= (b

2

1

� 

1

)y. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

L

2

2 P

w

(w

2

) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b

2

1

� 

1

= onst, É ÚÎÁÞÉÔ, deg b

1

= 1 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÁÛÅ

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ deg 

1

= 2). ðÏÓËÏÌØËÕ L

1

= a

0

b

1

É deg

x

L

1

� 1, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,

ÞÔÏ a

0

= onst. óÄ×ÉÇÏÍ x ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏ b

01

= 0, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (a; b; ) =

(y+�; �xy; �

2

x

2

y+ y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �; �; . úÁÍÅÎÁ (x; y) 7! (x; y�

1

2

�x

2

)

�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë (y +

1

2

�x

2

+ �;���x; (��

2

+

1

2

�)x

2

+ y), ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ

(1; 1)-SDOP (ÓÍ. [3, x6(2ii)℄).

óÌÕÞÁÊ 2.2. a

0

= 0. �ÏÇÄÁ � = y

2

�

0

, �

0

= 

1

�b

2

1

. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ËÁË × ÎÁÞÁÌÅ

x2.3. ðÕÓÔØ

L

1

= p(x) = p

0

+ p

1

x; L

2

= q

1

y + q(x) (33)

(p

0

; p

1

; q

1

| ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ e

2

y

2

+ e

1

y + e

0

= 0,

ÇÄÅ e

2

= q

1

�

0

0

. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ e

2

= 0 ÄÁÅÔ 

1

� b

2

1

= onst. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ

(1; 1)-ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÍÅÎÙ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ 2.1 (ÓÍ. [3, x6(2iii)℄).
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óÌÕÞÁÊ 3. deg

y

� = 0. �ÏÇÄÁ 
 ÓÏÄÅÒÖÉÔ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ �ÏÌÏÓÕ 


0

. íÙ ÉÍÅÅÍ

deg

y

a � 1. ðÒÉ deg

y

a = 0 ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-SDOP (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). åÓÌÉ

deg

y

a = 1, ÔÏ a ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ P 2 


0

, ÚÎÁÞÉÔ, g ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × P . �

�ÅÏÒÅÍÁ 6.4. ðÕÓÔØ (
; g; �)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1;1)-SDOP × R

2

Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔØÀ 
. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1;1)-

ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(U1) (g;�) ÔÁËÏÅ, ËÁË × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 4.3(ii), É 
 = fx > 0g \ fx

n

> y

2

g, n � 1,



02

� 0, É � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

� ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, � = (x

n

� y

2

)

p�1

e

��x

, � > 0, p > max(0;

1

2

�

1

n

);

� ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, � = (x

n

2

+ y)

p�1

(x

n

2

� y)

q�1

e

��x

, � > 0, p+ q > 1�

2

n

.

(U2) (
; g; �) | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, Ô. Å. g = diag

�

�g

1

(x); �g

2

(y)

�

,


 = 


1

� 


2

, (�; �) 6= (0; 0) É � = �

1

(x)�

2

(y), ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ (


k

; g

k

; �

k

) | ÏÄÎÏ

ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1.1 (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ üÒ-

ÍÉÔÁ, ìÁÇÅÒÒÁ É ñËÏÂÉ); ÓÍ. ÔÁËÖÅ x6.3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ w

min

| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ w � 1 É (
; g; �)

ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-AlgDOP. åÓÌÉ w

min

= 1, ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ × [3, xx5{6℄. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w

min

> 1. ðÕÓÔØ � = deg g É

� | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ g (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10). �ÏÇÄÁ �
 � f� = 0g. íÙ

ÉÍÅÅÍ deg

y

� � deg

y

� � 2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).

óÌÕÞÁÊ 1. deg

y

� = 2. �ÏÇÄÁ (�; g) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× (i){(v) �ÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÑ 4.3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ (iii) �ÒÉ n = 0 É × ÓÌÕÞÁÑÈ (iv){(v) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (U2) �Ï �ÒÅÄ-

ÌÏÖÅÎÉÀ 2.8. ÷ ÓÌÕÞÁÅ (i) ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2

ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Õ �, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ (iii) �ÒÉ

x

0

= 1, n > 0.

÷ ÓÌÕÞÁÅ (iii) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3 �ÒÉ x

0

= 0, n > 0, ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ

ÎÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.11) ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÂÕË×ÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË � ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 2.19

ÉÚ [3℄.

îÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÕ-

ÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ x2.3. ðÕÓÔØ h = log �. ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ g, ÚÁÍÅÎÑÑ x ÎÁ �x É

ÍÅÎÑÑ ÚÎÁË:

g =

 

x

2

1

2

nxy

1

2

nxy

1

4

n

2

x

n

� 

02

�

2

!

; �

2

= x

n

� y

2

; � =

�

1

4

n

2

� 

02

�

x

2

�

2

:

ðÕÓÔØ L

i

ÔÁËÏÅ, ËÁË × (33). �ÏÇÄÁ (8) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ np

0

y � nxq(x) + 2x

2

q

0

(x) = 0. óÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p

0

= 0 É q(x) = Cx

n=2

(C = 0 �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ × (7) É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ h

0

x

É h

0

y

, �ÏÌÕÞÁÅÍ � = C

1

x

�

(x

n

� y

2

)

�

�ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n,
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É � = C

1

x

�

(x

n=2

+ y)

�

1

(x

n=2

� y)

�

2

�ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n, ÇÄÅ C

1

, �, �, �

1

, �

2

| ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ R

2

n f� = 0g.

÷ ÓÌÕÞÁÅ (ii) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (U1). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ (a; b; ) =

(x;

1

2

ny;

1

4

n

2

x

n�1

� 

02

�) É � = �

0

�, ÇÄÅ �

0

=

1

4

n

2

� 

02

x É � = x

n

� y

2

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

n > 0, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ n = 0, ÔÏ � ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ R

2

n f� = 0g,

ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ gj




. �ÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÏÊ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ

×ÙÂÏÒ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ËÒÉ×ÏÊ � = 0 É ×ÙÂÏÒ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁ-

ÍÅÎÙ x 7! �x). ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.11 � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (9), ÇÄÅ deg

y

Q = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

deg

x

(aQ) � 2 × ÓÉÌÕ (6), É ÚÎÁÞÉÔ, deg

x

Q � 1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ p, q, � | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. [3, Remark 2.28℄), Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 

02

� 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �

0

j




> 0,

Á ÚÎÁÞÉÔ, É gj




> 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (U1).

óÌÕÞÁÊ 2. deg

y

� = 1. �ÏÇÄÁ (�; g) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× (i){(vi) �ÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÑ 4.4.

óÌÕÞÁÊ 2(i). �ÏÇÄÁ k = 1, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ � ÎÅ ÂÕÄÅÔ g-ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. íÙ

ÉÍÅÅÍ � = x�

1

, �

1

= x

n

y � 1, � = �x

2



0

(x)�

1

, É ÚÎÁÞÉÔ, 

0

6= 0. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÂÕÄÅÍ

ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ x2.3 ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �. ðÕÓÔØ L

i

ÂÕÄÕÔ, ËÁË × (33). �ÏÇÄÁ (8) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ

×ÉÄ

�

(np+ q

1

x)x

0

0

+ (p

0

+ 2np+ 2q

1

x)n

0

�

y + nxq

0

+ x

2

(q

0

0

� q

0



0

) = 0;

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

0

, �ÏÌÕÞÁÅÍ q = C

1

x

n



0

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ �; �; C

1

,

C

2

; C

3

| ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

1

, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÅ | ÜÔÏ p

0

= 0, q

1

= �np

1

(É ÔÏÇÄÁ 

0

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ); ×ÔÏÒÏÅ

| ÜÔÏ 

0

= C

2

(np + q

1

x)=x

2n+1

. ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÅÔ � = C

3

x

�

�

�

1

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ 

0

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

óÌÕÞÁÊ 2(ii). íÙ ÉÍÅÅÍ � = xy � 1 É � = (xy + 1 � x

2



0

� b

2

11

� + 2b

11

)�. �ÏÇÄÁ



0

6= 0 (ÉÎÁÞÅ w

min

= 1) É b

11

6= �1 (ÉÎÁÞÅ g ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË × 2(i), É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ � ÎÅ g-ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �

2

ÎÅ ÄÅÌÉÔ � É × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11

ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ � × ×ÉÄÅ (9). ÷ ÓÉÌÕ (10), deg

y

Q = 0, Ô. Å. Q

0

y

= 0. �ÏÇÄÁ (7) ×ÌÅ-

ÞÅÔ deg

(1;w)

bh

0

x

� w, ÏÔËÕÄÁ Q

0

x

= 0, ÔÁË ËÁË deg

(1;w)

b > w. ðÏÜÔÏÍÕ Q = onst,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

óÌÕÞÁÊ 2(iii). íÙ ÉÍÅÅÍ (a; b; ; �) = (a

0

; b

1

y; 

2

y

2

+ 

1

y; y), � = (a

0



2

� b

2

1

)y

2

+

a

0



1

y. åÓÌÉ deg 

1

< 2, ÔÏ w

min

= 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg 

1

� 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

deg a � 1. �ÏÇÄÁ deg

x

a � 3 > deg

x

b

2

, ÏÔËÕÄÁ deg

x

� = deg

x

a, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.15 ÄÌÑ w = deg 

1

. úÎÁÞÉÔ, 0 6= a = onst É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÏÖÉÔØ a = 1.

ðÏÓËÏÌØËÕ a

1

6= 0, ÔÏ y

2

ÎÅ ÄÅÌÉÔ �. �ÏÇÄÁ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11 �ÒÉ w = (1; w),

w � 0, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � = y

p

e

h

, ÇÄÅ deg

y

h � 2�deg

y

�. åÓÌÉ deg

y

� = 2, ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg

y

� = 1. �ÏÇÄÁ 

2

= b

2

1

, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

b

1

= onst, É ÚÎÁÞÉÔ, (a; b; ) = (1; �y; �

2

y

2

+ 

1

y), � 2 R. ðÕÓÔØ h = h

1

(x)y + h

0

(x).

�ÏÇÄÁ deg

y

L

1

= 0 ÄÌÑ L

1

= ah

0

x

+bh

0

y

= h

0

1

y+h

0

0

+�yh

1

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h

0

1

= �h

1

. åÓÌÉ

� 6= 0, ÔÏ h

1

= 0 (�ÏÓËÏÌØËÕ h

1

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). åÓÌÉ � = 0, ÕÓÌÏ×ÉÅ deg

(1;w)

L

2

� w

ÄÌÑ L

2

= bh

0

x

+ h

0

y

= y

1

h

1

ÔÏÖÅ ×ÌÅÞÅÔ h

1

= 0, ÔÁË ËÁË deg 

1

> 0. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

deg

y

h = 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.
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óÌÕÞÁÊ 2(iv). �ÏÇÄÁ (a; b; ; �) = (x~a

0

; b

11

xy; 

2

y

2

+ 

1

y; xy), � = (~a

0



2

� b

11

x)xy

2

+

a

1

y. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 2(iii), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ deg 

1

� 2, ~a

0

= 1, y ÎÅ ÄÅÌÉÔ �, ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. ÚÁ-

ÍÅÞÁÎÉÅ 2.13), deg

y

� = 1, Ô. Å. 

2

= b

2

11

x. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (a; b; ) = (x; �xy; �y

2

+

1

y).

ðÏÜÔÏÍÕ � = x

p

y

q

e

h

, ÇÄÅ h = h

1

y + h

0

, �ÒÉÞÅÍ h

k

| ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x.

ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ 2(iii).

óÌÕÞÁÊ 2(v). íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (U2) �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.8.

óÌÕÞÁÊ 2(vi). a = 0 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ g.

óÌÕÞÁÊ 3. deg

y

� = 0, Ô. Å. � = �(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x. �ÏÇÄÁ 
 = I � R

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ (Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I. äÁÌÅÅ,

� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (9) (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.12), ÇÄÅ deg

y

Q � 2 �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, É

ÚÎÁÞÉÔ, deg

y

Q = 2 É deg

y

� = 0 × ÓÉÌÕ (10); ÚÁ�ÉÛÅÍ Q = h

2

y

2

+ h

1

y + h

0

, ÇÄÅ h

k

|

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ x É h

2

6= 0. �ÏÇÄÁ (ÓÍ. (7))

deg

w

L

1

= 1 for L

1

= a(h

0

2

y

2

+ h

0

1

y + h

0

0

) + b(2h

2

y + h

1

);

deg

w

L

2

= w for L

2

= b(h

0

2

y

2

+ h

0

1

y + h

0

0

) + (2h

2

y + h

1

):

(34)

ðÏÓËÏÌØËÕ deg

y

� = 0, ÉÚ (12) ÓÌÅÄÕÅ, ÞÔÏ � ÄÅÌÉÔ a É b, É ÚÎÁÞÉÔ, deg

x

� � 2. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ 
 � f� = 0g, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.15 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

deg

x

� � deg

x

�� 1 +max

�

bw

min

+ deg

x

b; 1 + deg

x



�

: (35)

óÌÕÞÁÊ 3.1. deg

x

� = 2. �ÏÇÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÉÑ, a = � É b =

b

0

=

~

b(x)� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

~

b. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍÅÎÁ y 7! y � p(x), ÇÄÅ p

0

=

~

b

(ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.7) ÄÁÅÔ b = 0. �ÏÇÄÁ deg

y

� = 0 ×ÌÅÞÅÔ  = 

0

. ðÏÜÔÏÍÕ (34) ÄÁÅÔ h

0

2

= 0

É 2h

2



0

= onst. ðÏÓËÏÌØËÕ h

2

6= 0, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ 

0

= onst É �ÏÌÕÞÁÅÍ (U2).

óÌÕÞÁÊ 3.2. � = x. �ÏÇÄÁ a = x~a É b = x

~

b = x(�y +

~

b

0

(x)) (� = b

11

) × ÓÉÌÕ (12),

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

2

× � ÒÁ×ÅÎ a

2

�x

2

�. ðÏÓËÏÌØËÕ deg

y

� = 0, a 6= 0

É 

2

= onst, ÔÏ ÌÉÂÏ a = a

20

x

2

(ÔÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ a

20

= 1), ÌÉÂÏ � = 0.

óÌÕÞÁÊ 3.2.1. a = x

2

. íÙ ÉÍÅÅÍ � = x

2

d(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d = d(x),

É ÚÎÁÞÉÔ,  =

~

b

2

+ d. åÓÌÉ deg

~

b

0

� 1, ÔÏ ÌÉÂÏ ÎÁÒÕÛÅÎÏ (35), ÌÉÂÏ w

min

= 1. ðÏÜÔÏÍÕ

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg

~

b

0

� 2. úÁÍÅÎÁ y 7! y + �x

n

�ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ b × b + �(n � �)x

n+1

(ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.7). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × b

0

, ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ,

ËÏÇÄÁ � = n 2 N , × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ b

n+1;0

.

ðÏÓËÏÌØËÕ deg

~

b

0

� 2, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ

~

b = ny + �x

n

, n � 2.

�ÏÇÄÁ (ÓÍ. (34)) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

2

× L

1

ÒÁ×ÅÎ x

2

h

0

2

+ 2nxh

2

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

h

0

2

= �2nh

2

=x, É ÚÎÁÞÉÔ, h

2

= Cx

�2n

. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ h

2

6= 0 É h

2

| ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ x (ÓÍ. [3, �ÒÅÄÌ. 2.15℄).

óÌÕÞÁÊ 3.2.2. � = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ deg

y

� = 0 ×ÌÅÞÅÔ 

2

= 

1

= 0, Ô. Å. g ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ y. úÁÍÅÎÏÊ y 7! y + p(x) ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏ deg

x

~

b < deg

x

~a. åÓÌÉ deg ~a = 0,

ÔÏ b = 0 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ 3.1. åÓÌÉ deg ~a = 1 É b 6= 0, ÍÙ

�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó (35).

óÌÕÞÁÊ 3.3. � = onst. �ÏÇÄÁ 
 = R

2

. ðÏÓËÏÌØËÕ aj




> 0, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÄ×ÉÇÁ,

a = x

2

+ 1 ÉÌÉ a = 1.
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óÌÕÞÁÊ 3.3.1. a = x

2

+1. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ deg

y

� = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (x

2

+1)

2

= b

2

1

É a

1

= 2b

1

b

0

, É ÚÎÁÞÉÔ, b

1

= 

2

= 

1

= 0. úÁÍÅÎÏÊ y 7! y � p(x) ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

deg b � 1 (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.7), É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó (35).

óÌÕÞÁÊ 3.3.2. a = 1. ðÒÉ b

1

= 0 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ 3.1. åÓÌÉ b

1

6=

0, ÔÏ (34) ÄÌÑ L

1

ÄÁÅÔ h

0

2

= �b

1

h

2

, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. �

6.3. éÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÔØÅ [3℄.

(1). ÷ [3, x4.2℄ ÏÛÉÂÏÞÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ

[�1; 1℄

2

ËÏÍÅÔÒÉËÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ diag(1�x

2

; 1�y

2

). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ g = diag

�

�(1�

x

2

); �(1 � y

2

)

�

, 0 < � � �. ÷ÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÍÅÔÒÉËÉ (g

ij

) = g

�1

�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ.

(2). ÷ [3, x6(2iii)℄ ÏÛÉÂÏÞÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �
 = fy = x

2

g É deg(det g) = 2,

ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÍÅÔÒÉËÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÍÅÒÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�

1 2x

2x 4y

�

. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ g ÉÚ [3, �ÒÅÄÌ. 3.21(3)℄, Ô. Å.

g =

�

1 2x

2x 4y + (y � x

2

)

�

;  6= �4:

äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ jy � x

2

j

p�1

exp

�

�x � �(4y + x

2

)

�

, ÇÄÅ p >

0 É �(4 + ) > 0. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ g, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ

ÓÄÅÌÁÔØ � = 0. ðÒÉ  + 4 > 0 (ÓÏÏÔ×.  + 4 < 0) ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-SDOP

ÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 


+

= fy > x

2

g (ÓÏÏÔ×. ÎÁ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 


�

= fy <

x

2

g). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ 


�

Ë Ó�ÉÓËÕ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ

ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-SDOP. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë �ÒÑÍÏÍÕ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x; y) 7!

(x; y � x

2

).

(3). ÷ [3, Thm. 5.1℄ �ÒÏ�ÕÝÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:

1

g =

�

1 �2�x

�2�x 4�

2

x

2

+ 2

�

; � =

1

�

exp

�

� x

2

� (y + �x

2

)

2

�

: (36)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (1; 2)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ (x; y) 7! (x; y��x

2

) �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ

Ë ×ÉÄÕ g = diag(1; 2), �� = exp(�x

2

� y

2

). ïÛÉÂËÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å | ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

\this also requires that (�

X

+ �

Y

)P

3

= 0" (ÓÔÒ. 1060, ÓÔÒÏËÁ 18).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (R

2

; g; �) ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-SDOP �ÒÉ-

×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë (36), ÌÉÂÏ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÚ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1℄. ðÕÓÔØ � = det g. ÷ ÓÉÌÕ [3,

x5.1℄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ � = 1 É deg g > 1 ÒÅÛÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë (36). ÷×ÉÄÕ

[3, x5.2, ÓÔÒ. 1060℄ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (g

11

; g

12

; g

22

) = (�

2

l

2

+p

1

; �l

2

+p

2

; l

2

+p

3

), ÇÄÅ l|

ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ x; y É p

k

= a

k

l+b

k

(ÚÄÅÓØ �; a

k

; b

k

2 R). úÁÍÅÎÏÊ (x; y) 7! (x��y; y)

Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ � = b

2

= 0 (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2.7). õÓÌÏ×ÉÅ � = 1

×ÌÅÞÅÔ a

1

= a

3

= 0, a

2

2

= b

1

= b

�1

3

. íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÑ x, l É g, �ÏÌÕÞÁÅÍ g =

�

1 l

l l

2

+1

�

.

1

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ Ï�ÅÞÁÔËÁ: X

2

É Y

2

ÎÁÄÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ × G.



32 ó. à. ïòå÷ëï÷

íÙ ÉÍÅÅÍ � = e

h

, ÇÄÅ h | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É deg h � 4 [3, �ÒÅÄÌ. 2.15℄. ðÕÓÔØ h =

h

0

+ � � �+ h

4

, ÇÄÅ h

k

| ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ k. �ÏÇÄÁ (7) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

�

h

0

x

h

0

y

�

=

�

l

2

+ 1 �l

�l 1

��

l

1

+ 

1

l

2

+ 

2

�

(37)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ l

k

É ËÏÎÓÔÁÎÔ 

k

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (h

4

)

0

y

= 0 É (h

4

)

0

x

=

l

1

l

2

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ l

1

= 0. �ÏÇÄÁ (37) ÄÁÅÔ (h

4

)

0

y

= (h

4

)

0

x

= 0, ÏÔËÕÄÁ h

4

= 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ h

3

= 0, É ÚÎÁÞÉÔ, (37) ×ÌÅÞÅÔ l

2

=



1

l, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ h

0

y

= 

2

, Ô. Å. h = 

2

y+f(x), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, l

1

6= 0. �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (h

4

)

0

y

= 0 É (h

4

)

0

x

= l

1

l

2

×ÌÅËÕÔ l = �x, � 6= 0.

òÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) É ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ (36).

6.4. ÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔÀ ÄÏ (1; w)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ w. äÌÑ w = 1 ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÚÁÍÅÎÙ ÄÁÎÙ × [3℄ É × x6.3. äÌÑ w > 1 ÎÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÒÅÛÅÎÉÊ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (1; w)-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ (ÚÄÅÓØ p É q | ÌÀÂÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

� | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ):

� ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ;

� ÏÂÒÁÚÙ ÒÅÛÅÎÉÊ

�

R

2

; diag(1; n); e

�x

2

�y

2

�

É

�

R�R

+

; diag(1; ny); y

q�1

e

x

2

�2y

�

�ÒÉ

ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7! (x; y + �x

n

), n = bw+ 1, Á ÅÓÌÉ w � n�

1

2

, ÔÏ ÅÝÅ ÏÂÒÁÚÙ ÒÅ-

ÛÅÎÉÊ

�

R

+

�R; diag(x; n); x

p�1

e

�2x�y

2

�

,

�

R

2

+

; diag(x; ny); x

p�1

y

q�1

e

�2x�2y

�

�ÒÉ

ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÍÅÎÅ;

� ÅÓÌÉ w � 2, ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ [3, x4.7, x4.10{11, x6(2ii)℄, (B3) (ÇÄÅ � = 4�, ËÏÇÄÁ

w < 2) É ÏÂÒÁÚ

�

R�R

+

; diag(1; y); y

p�1

e

�x

2

�2y

�

�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7! (x+�y; y);

� ÅÓÌÉ 3=2 � w � 2, ÔÏ (B1) É (B2);

� (B4) �ÒÉ m+ n � 2w (ÓÒ. Ó [3, x4.3℄), Á ÔÁËÖÅ (B5) É (U1) �ÒÉ n � 2w;

� (B4) �ÒÉ m+ n � 2w + 1 É 4

02

= �(m+ n)

2

(Ò. Ó [3, x4.8℄);

� ÏÂÒÁÚ (B4) �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7! (x; y + �x

k

), k 2 Z, ÇÄÅ 

02

= �k

2

É ÌÉÂÏ

w < k = m = n � w + 1 (ÓÒ. Ó [3, x4.5℄), ÌÉÂÏ 2w < 2k = m+ n � 2w + 1;

� ÏÂÒÁÚ (B4) �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7!

�

x;

1

2

(y + (1� x

2

)

k

)

�

, k 2 Z, ÇÄÅ m = n = 2k �

w + 2 É 

02

= �n

2

; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

g =

�

1� x

2

�nxy

�nxy n

2

y

�

(1� x

2

)

k�1

� y

�

�

; det g = n

2

y

�

(1� x

2

)

k

� y

�

;

� (B5) (ÓÏÏÔ×. (U1)) �ÒÉ n � 2w + 1 É 4

02

= �n

2

(ÓÏÏÔ×. 

02

= 0);

� ÏÂÒÁÚ (B5) (ÓÏÏÔ×. (U1)) �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7! (x; y + �x

k

), k 2 Z, ÇÄÅ 2w < n =

2k � 2w + 1 É 

02

= �k

2

(ÓÏÏÔ×. 

02

= 0);

� ÏÂÒÁÚ (B5) (ÓÏÏÔ×. (U1)) �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (x; y) 7!

�

x;

1

2

(y+(1�x)

k

)

�

(ÓÏÏÔ×. (x; y) 7!

(x;

1

2

(y + x

k

))), k 2 Z, ÇÄÅ n = 2k � 2w + 2 É 

02

= �k

2

(ÓÏÏÔ×. 

02

= 0); × ÜÔÉÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ (ÓÒ. Ó (


6

;�

6

) × [1℄)

g =

�

x(1� x) �kxy

�kxy k

2

y

�

(1� x)

k�1

� y

�

�

É g =

�

x ky

ky k

2

x

k�1

y

�

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É det g = k

2

xy((1� x)

k

� y) (ÓÏÏÔ×. det g = k

2

y(x

k

� y)).
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7. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ

ðÕÓÔØ M

1

É M

2

| ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É � :M

1

!M

2

| ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,

Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÕÂÍÅÒÓÉÅÊ × ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÎÁ M

1

. ðÕÓÔØ L

1

É L

2

| ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ M

1

É ÎÁ 
 = �(M

1

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ L

2

ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ L

1

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �, ÅÓÌÉ L

2

(f) = L

1

(f Æ �). ïÂÒÁÚ L

1

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ � ÍÏÖÅÔ

ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ L

1

É � × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ

� ÎÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÇÄÁ L

1

É � ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁM

1

, É ÔÏÇÄÁ � ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ 
 Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÒÂÉÔM

1

=G.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÏÌÕ�ÅÌÙÈ p É q Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ J

p;q

ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�1; 1) (ÓÍ. ÚÁÍÅ-

ÞÁÎÉÅ 1.1) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ �

S

n

ÎÁ ÓÆÅÒÅ S

n

, n = 2p+ 2q � 1, �ÒÉ

(x

1

; : : : ; x

2p

; y

1

; : : : ; y

2q

) 7! 2(x

2

1

+ � � �+ x

2

2p

)� 1

(ÓÍ. [3, x2.1℄, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÅ� [3, x4.1℄ É �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁÍ ÓÓÙÌËÉ).

÷ [3, x4℄ �ÏÈÏÖÉÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÁ-

ÖÄÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1; 1)-DOP. ïÎÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ × ×ÉÄÅ ÏÂÒÁÚÏ×

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ (ëÁÚÉÍÉÒÁ) ÎÁ S

n

, R

n

, SO(n) ÉÌÉ SU(n).

ëÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒ S

2

ÉÌÉ R

2

�Ï ÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÉÔØ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ 
, �
 � f�(x; y) = 0g � R

2

, ÔÁË, ÞÔÏ (
;L;�

�1=2

dx)

ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1; w)-DOP, × ËÏÔÏÒÏÍ L ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ �

S

2

ÉÌÉ �

R

2

�ÒÉ �ÒÏÅË-

�ÉÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÓÏÂÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÎÁ �
 ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ �=n ÏÔ×ÅÞÁÅÔ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

n�1

(ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ u

2

= v

n

× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S

2

! R

2

É R

2

! R

2

, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ L × ×ÉÄÅ ÏÂÒÁÚÏ×

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [3℄ É [1℄; ÓÍ. ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ × ÔÁÂÌÉ�Å 1.

åÓÌÉ L �ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ �

S

2

ÉÌÉ �

R

2

, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÓÔÏ-

ÑÎÎÕÀ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ. éÚ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × [3℄, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ËÒÉ×ÉÚÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ det(g) ÉÍÅÅÔ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ì. á. óÕÈÁÎÏ× [5℄, [6℄

ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÉÚÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÈÏÔÑ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÅÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ), ÎÅ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÕÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ, �ÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÏ É ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ, ÞÔÏ

�ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÉÚ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

ëÒÉ×ÉÚÎÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ (B4) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2 �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

m = n É 

02

= �n

2

. ÷ (B5) ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 

02

= �

1

4

n

2

.

åÓÌÉ m 6= n × (B4), ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. ðÒÉ m = n × (B4), Á

ÔÁËÖÅ × (B5), ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÒÁ×ÎÁ

��n

2

�

2(n

2

+ �)x

k

+ �

�

�

(n

2

+ �)x

k

� �

�

2

; (k; �; �) =

�

(2; 2; 

02

); (B4), m = n;

(1;

1

2

; 4

02

); (B5):

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ � 6= �n

2

(ÓÒ. Ó [3, x4.5℄). óÈÏÄÓÔ×Ï ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ × ÓÌÕÞÁÑÈ (B4) É (B5) ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÙÈ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (B5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ (B4) �ÒÉ (x; y) 7! (x

2

; y).
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õÇÌÙ çÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ 
 w óÓÙÌËÁ

2,2,2,2 ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (ÓÍ. ÔÁËÖÅ x6.3) 1 [3,x4.2℄

R

2

2,4,4 ðÁÒÁÂÏÌÁ Ó Ä×ÕÍÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ 1 [3,x4.7℄

3,3,3 äÅÌØÔÏÉÄ: x = 2 os � + os 2�, y = 2 sin � � sin 2� 1 [3,x4.12℄

2,3,6 ëÕÂÉËÁ y

2

= x

3

Ó ËÕÂÉÞÅÓËÉ ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÏÊ 2 [3, ËÏÎÅ� x4.12℄

| ïËÒÕÖÎÏÓÔØ 1 [3,x4.3℄

2,2 óÏÏÓÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ: y

2

= (1� x

2

)

2

1 [3,x4.5℄

n; n y

2

= (1� x

2

)

n

, n � 2 n [1,x6℄: 


(n)

1

2,2,2 �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË 1 [3,x4.4℄

S

2

2,2,3 (y

2

� x

3

)(x� 1) = 0 1 [3,x4.9℄

2,2,4 y(y � x

2

)(x� 1) = 0 1 [3,x4.6℄

2,2,n (y

2

� x

n

)(x� 1) = 0, n � 2 n [1,x6℄: 


(n)

3

;


(

n

2

)

6

2,3,3 ìÁÓÔÏÞËÉÎ È×ÏÓÔ: disrim

t

(t

4

� t

2

+ xt+ y) = 0 1 [3,x4.11℄

2,3,4 ëÕÂÉËÁ y

2

= x

3

Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ 1 [3,x4.10℄

2,3,5 äÏÄÅËÁÜÄÒÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6.1(B1) 2 [1,x8℄: 
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�ÁÂÌÉ�Á 1. æÁËÔÏÒÙ R

2

É S

2

�Ï ÇÒÕ��ÁÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ; a; b; : : : ×

ÇÒÁÆÅ \õÇÌÙ" ÚÎÁÞÉÔ: ÕÇÌÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ

�

a

;

�

b

; : : :

óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÈ

ÎÅÔ × ÔÁÂÌÉ�Å 1, ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2(B4) �ÒÉ m 6= n. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÉÚ ÎÉÈ

| ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉËÁ y

2

= x

2

� x

3

, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÓÌÕÞÁÀ (m;n) = (1; 2). üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ × [3, x4.8℄ ËÁË ÏÂÒÁÚ �

S

3

,  = 1; 2; 4; 8. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÄÌÑ  = 1 ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ �ÁÒÙ (m;n) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÜÔÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ  = 2; 4; 8). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ S

3

ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ × C

2

Ó

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (z

1

; z

2

). �ÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

1

4

�

S

3

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

(z

1

; z

2

) 7! (X;Y ) =

�

jz

1

j

2

; Re(z

n

1

�z

m

2

)

�

ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (1 � X)

m

X

n

� Y

2

= 0. åÇÏ ÏÂÒÁÚ

�ÒÉ ÁÆÆÉÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ (X;Y ) 7! (x; y) = ( 2X � 1; 2

(m+n)=2

Y ) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÅÛÅÎÉÀ (B4) �ÒÉ p = q =

1

2

É 

02

= �

1

4

(m+ n)

2

.
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