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Лемнискатой (или полиномиальной лемнискатой) называется вещественная кривая
в C, заданная уравнением |P (z)| = 1, где P (z) — отличный от константы многочлен с
комплексными коэффициентами.

Будем говорить, что подмножество X ⊂ R2 есть неприводимая вещественная алгебра-
ическая кривая, если это множество нулей неприводимого над C вещественного многочлена
от двух переменных. В настоящей заметке мы доказываем, что

любая лемниската есть неприводимая вещественная алгебраическая кривая в C

(при стандартном отождествлении R2 и C). Этот факт непосредственно вытекает из
нижеприведенного следствия 1 (в самом деле, поскольку {[P | = 1} = {|P d| = 1}, любую
лемниската можно задать многочленом, не являющимся степенью другого).

Теорема 1. Пусть P и Q — многочлены от одной переменной с комплексными ко-
эффициентами. Тогда многочлен P (z)Q(w) − 1 приводим тогда и только тогда, когда
P (z) = P1(z)d и Q(w) = Q1(w)d для d > 1 и некоторых многочленов P1(z) и Q1(w).

Следствие 1. Пусть P (z) — многочлен от одной переменной с комплексными коэффи-
циентами, и f(x, y) — вещественный многочлен f(x, y) = P (x + iy)P̄ (x − iy) − 1, где P̄
— многочлен, коэффициенты которого сопряжены коэффициентам многочлена P . Тогда
f(x, y) приводим над C тогда и только тогда, когда P (z) = P1(z)d для d > 1 и некоторого
многочлена P1(z).

Доказательство. Применить теорему к P и P̄ после линейной замены переменных
z = x+ iy, w = x− iy в C2.

Замечание 1. (Ф. Б. Пакович). Если P (z) и Q(w) — произвольные рациональные функ-
ции, то вопрос о приводимости алгебраической кривой P (z)Q(w) = 1 представляется
чрезвычайно трудным. Например, в другом частном случае (в некотором смысле, про-
тивоположном нашему), когда P (z) и 1/Q(w) многочлены, эта задача решена в [2] (с
точностью до конечного числа возможных исключений) и в [1] (окончательно), однако
решение использует классификацию простых конечных групп.

Оставшаяся часть заметки посвящена доказательству теоремы 1. Пусть

P (z) =
k∏

j=1

(z − zj)pj , degP = p, и Q(w) =
l∏

j=1

(w − wj)
qj , degQ = q,

где z1, . . . , zk и w1, . . . , wl — два набора попарно различных комплексных чисел. Обозначим
через C замыкание в P1×P1 аффинной алгебраической кривой в C2, заданной уравнением
P (z)Q(w) = 1 (здесь P1 = C ∪ {∞}).

Предположим, что P (z)Q(w) − 1 = f ′(z, w)f ′′(z, w) с непостоянными многочленами
f ′ и f ′′. Пусть C ′ и C ′′ — соответствующие подмножества C. Их локальные индексы
пересечения с бесконечно удаленными прямыми L1 = P1×{∞} и L2 = {∞}×P1 обозначим

(C ′ · L1)(zj ,∞) = p′j, (C ′′ · L1)(zj ,∞) = p′′j , (j = 1, . . . , k),
(C ′ · L2)(∞,wj) = q′j, (C ′′ · L2)(∞,wj) = q′′j , (j = 1, . . . , l).

Пусть (p′, q′) и (p′′, q′′) — бистепени кривых C ′ и C ′′ соответственно. Тогда

p = p′ + p′′, q = q′ + q′′, pj = p′j + p′′j , qj = q′j + q′′j .

1При поддержке гранта РФФИ 17-01-00592a.
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Росток кривой C в (zj,∞) задан уравнением uq = vpj в некоторых локальных аналити-
ческих координатах (u, v). Поэтому он имеет НОД(q, pj) локальных ветвей, распределен-
ных в некоторой пропорции между C ′ и C ′′. Сравнивая степени проекций ростков C ′ и C ′′

на координатные оси, получаем p′j/p
′′
j = q′/q′′. Аналогично, q′j/q′′j = p′/p′′. Обозначим эти

дроби через α и β соответственно. Из
∑
p′j = p′ и

∑
p′′j = p′′ получаем

βp′′ = p′ = p′1 + · · ·+ p′k = αp′′1 + · · ·+ αp′′k = αp′′,

следовательно α = β. Пусть α = d′/d′′, НОД(d′, d′′) = 1. Из

p′1
p′′1

= · · · = p′k
p′′k

=
q′1
q′′1

= · · · = q′l
q′′l

=
d′

d′′

следует, что p′j = ajd
′, p′′j = ajd

′′ и q′j = bjd
′, q′′j = bjd

′′ для некоторых целых чисел a1, . . . , ak
и b1, . . . , bl. Поэтому pj = p′j+p

′′
j = ajd и qj = bjd для d = d′+d′′, и тем самым, P (z) = P1(z)d

и Q(w) = Q1(w)d для

P1(z) =
k∏

j=1

(z − zj)aj и Q1(w) =
l∏

j=1

(w − wj)
bj .

Я благодарю Ф. Б. Паковича за постановку задачи и стимулирующие обсуждения.
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