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ó. à. ïÒÅ×ËÏ×, å. é. ûÕÓÔÉÎ

ðÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ óÅÒÇÅÀ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÕ ÷ÏÓÔÏËÏ×Õ,

�ÅÒ×ÏÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ

íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ �ÏÓÌÏÊÎÕÀ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌ-

ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ É �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ Ó ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï×ÁÌÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÅÊ ËÏÎÕÓÁ × ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. íÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ

Ó ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÔÉ�Á X

21

(ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ �Ï�ÁÒÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ËÁ-

ÓÁÎÉÅ).

÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F

2

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ

×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÞÁÔÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ (�2)-

ËÒÉ×ÕÀ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ËÏÎÕÓ Ó ÒÁÚÄÕÔÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ) É

ÓÎÁÂÖÅÎÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (�2)-ËÒÉ×ÕÀ ÞÅÒÅÚ

E, ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó E ÓÅÞÅÎÉÅ | ÞÅÒÅÚ H, É ÌÉÎÅÊÞÁÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

ÎÁ �ÒÑÍÙÅ) | ÞÅÒÅÚ � : F

2

! E. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÏÊ F

0

(ÎÁ

�ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÊ ÓÔÁÔØÉ �ÏÄ ÓÌÏÅÍ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØÓÑ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �).

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÁÎÁ �ÏÌÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÁÒ (C;C \ F

0

) × (F

2

; F

0

), ÇÄÅ

C 2 j4Hj | ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÄÉÎ ÉÚ Ï×ÁÌÏ× ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ F

0

×

ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ �ÁÒÙ (RC;RC \ F

0

) × (RF

2

;RF

0

), Ô. Å. Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ C

1

-ÉÚÏÔÏ�ÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ RE É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÏÊ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÜÔÏÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 4 ÔÏÞËÁÈ

ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÒ ÒÁÂÏÔÁÌ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæ: ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 14-21-00053 ÏÔ 11.08.14.
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2 ó. à. ïòå÷ëï÷, å. é. ûõó�éî

Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÁÑ ÉÚÏÔÏ�ÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÓÌÏÊÎÙÊ

�ÏÒÑÄÏË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ Ï×ÁÌÏ× (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ

Ï×ÁÌÙ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó F

0

). ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÖÅ

ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ 4H. ëÁË

ÏÔÍÅÞÅÎÏ × [25℄, ÜÔÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÓÅ×ÄÏ-

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏ ÎÅÉÚÏÔÏ�ÎÙ ÎÉËÁËÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ

ËÒÉ×ÙÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ïÂÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1

(ÓÍ. ÎÉÖÅ).

÷ÁÖÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: �ÏÄ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ F

2

ÍÙ ×ÓÅ-

ÇÄÁ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ 
onj-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ J -ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 
onj-

ÁÎÔÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÒÕÞÎÏÊ �ÏÞÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ J ÎÁ F

2

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (�2)-

ÓÅÞÅÎÉÅ J-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ. äÒÕÇÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ×ÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÓÅ×ÄÏÇÏ-

ÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × [4, 8, 20, 23, 33℄.

íÙ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 5 × x6), ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÁÑ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÓÇÌÁ-

ÖÉ×ÁÎÉÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á X

21

�ÌÏÓËÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÞÅÔÙÒÅ ÇÌÁÄËÉÅ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É Ó �Ï�ÁÒÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ËÁÓÁÎÉÅÍ). úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ X

21

ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÌÏÓËÉÈ

ÎÅÏÓÏÂÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 É 9 [16, 31, 32℄ | ÞÁÓÔØ

16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ C | ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÌÉ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ

ÎÁ F

2

, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ 4H, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ RC ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ

ÓÌÏÊ F

0

× ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÇÄÅ ÓÌÏÊ F

0

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-

ÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á E | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ

ÔÁËÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÔÉ� A. óÏÇÌÁÓÎÏ [25; ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3℄, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ

Ï×ÁÌÙ ËÒÉ×ÏÊ C �ÕÓÔÙ, É ÉÈ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ

ÎÁ 180

Æ

) | ÌÉÂÏ A

0

(a; b; 
), ÌÉÂÏ A

00

(a; b; 
), ÓÍ. ÒÉÓ. 1, ÇÄÅ a, b É 
 | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ

�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÕÓÔÙÈ Ï×ÁÌÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.

b
c

aa

b

c

A

0

(a; b; 
) A

00

(a; b; 
)

òÉÓ. 1

�ÅÏÒÅÍÁ 1. (Á) ðÕÓÔØ C 2 j4Hj | ÇÌÁÄËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó Ï×ÁÌÏÍ ÔÉ�Á A.



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X
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3

�ÏÇÄÁ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï×ÁÌÏ× ËÒÉ×ÏÊ C ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ

A

0

(0; 1; 8);A

0

(6; 1; 2);A

0

(0; 5; 4);A

0

(2; 5; 2); M -ËÒÉ×ÙÅ

A

00

(7; 0; 1);A

00

(3; 4; 1); (M � 1)-ËÒÉ×ÙÅ

A

0

(0; 2; 5);A

0

(3; 2; 2);A

0

(4; 2; 1);A

0

(3; 3; 1);A

0

(0; 6; 1); (M � 2)-ËÒÉ×ÙÅ

A

00

(4; 3; 0);A

00

(0; 7; 0);A

00

(5� b; b; 2); b = 0; 1; 2; 3; (M � 2)-ËÒÉ×ÙÅ

A

0

(1; 1; 3); (M � 4)-ËÒÉ×ÙÅ

ÌÉÂÏ ÏÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÈ ÜÔÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ Ï×ÁÌÏ×.

÷ÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ.

(Â) ðÕÓÔØ C | ÇÌÁÄËÁÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó Ï×ÁÌÏÍ ÔÉ�Á A, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ

4H. �ÏÇÄÁ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï×ÁÌÏ× ËÒÉ×ÏÊ C ÌÉÂÏ ËÁË × ÞÁÓÔÉ (a), ÌÉÂÏ

ÏÄÎÏ ÉÚ

A

00

(4; 1; 4); M -ËÒÉ×ÙÅ

A

00

(4; 0; 4)

�

;A

00

(5; 0; 3);A

00

(6; 0; 2);A

00

(4; 1; 3)

�

; (M � 1)-ËÒÉ×ÙÅ

A

00

(4; 0; 3)

�

;A

00

(3; 1; 3)

�

(M � 2)-ËÒÉ×ÙÅ

A

00

(3; 0; 3)

�

(M � 3)-ËÒÉ×ÙÅ

(ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÄÁÌÅ-

ÎÉÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ Ï×ÁÌÏ×). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ

ËÒÉ×ÙÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(a; b; 
) ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ� ËÒÉ×ÏÊ A

00

(a; b; 
) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏ-

ÔÏ�ÉÊ, ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÎÁ RF

0

[ RE, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏ-

ÖÅÎÉÅ Ï×ÁÌÏ×. �ÁË, A(a; b; 
) = A

00

(a; b; 
) �ÒÉ 
 6= 0 É A(a; b; 0) =

S

a

1

+


1

=a

A

0

(a

1

; b; 


1

).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. éÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ� A(a; b; 
) ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ-

×ÅÎÎÏ, �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ) ËÒÉ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a � a

1

, b � b

1

, 
 � 


1

,

ÇÄÅ ÌÉÂÏ (a

1

; b

1

; 


1

), ÌÉÂÏ (


1

; b

1

; a

1

) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ

S = f(8; 1; 0); (4; 5; 0); (7; 0; 1); (3; 4; 1); (5; 0; 2); (4; 1; 2);

(3; 2; 2); (5; 2; 0); (2; 3; 2); (1; 6; 0); (0; 7; 0)g

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S [ f(4; 1; 4); (5; 0; 3); (6; 0; 2)g).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ a+b+
 � 5, ÔÏ A

0

(a; b; 
) É A

00

(a; b; 
) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1(b), ÎÅ ÒÅ-

ÁÌÉÚÕÅÍÙ ÇÌÁÄËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ X

21

(ÞÅ-

ÔÙÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅÔ×É).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1(a) É ÔÅÏÒÅÍÙ 5 (ÓÍ. x6). �

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ, ÎÁÞÁÔÁÑ × [25; ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄, ÇÄÅ

ÒÁÓËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ ËÒÉ×ÙÅ ÔÉ�Ï× A(a; b; 
) �ÒÉ a+ b+ 
 = 9 (M -ÔÉ�Ù). ÷ [25℄ ÍÙ

ÔÁËÖÅ �ÒÏÄ×ÉÎÕÌÉÓØ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ (M�1)-ÔÉ�Ï×, ÏÓÔÁ×É× ÏÔËÒÙÔÙÍ ÌÉÛØ ×Ï�ÒÏÓ

Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ A

00

(6; 0; 2) É A

00

(3; 1; 4). úÁÔÅÍ, × [26; ÔÅÏÒÅÍÁ 1.2℄, ÍÙ ÚÁ�ÒÅÔÉÌÉ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÔÉ�Á A

00

(3; 1; 4).
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1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. M - É (M � 1)-ËÒÉ×ÙÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ

1(Â) �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [25; x4.2℄.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. ÷ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ M{ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ

1(Á) �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [32; x4.7℄ É [25; x4.1℄. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÚ [25; x4.1℄ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ

ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ËÁÒÔ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÁÀÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅÒÉÉ

A

0

, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1(Á), ËÒÏÍÅ A

0

(3; 3; 1).

ïÂÁ (M � 1)-ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1(Á) �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [25; x2.4, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.12℄

(ÒÁÎÅÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ×ÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ × [28℄ É ëÏÒÞÁÇÉÎÙÍ × [15℄).

ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1(a), Ô. Å. A

0

(3; 3; 1) É ÛÅÓÔØ (M � 2)-

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÅÒÉÉ A

00

, �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÎÉÖÅ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ 1.2, 1.5 and 1.8. ìÅÇËÏ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÕÓÔÙÈ Ï×Á-

ÌÏ×.

ìÅÍÍÁ 1.1. ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj ÎÁ F

2

ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ-

×ÁÑ Ó ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÉ�Á A

4

É D

13

, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ ËÁË

ÎÁ ÒÉÓ. 2(a).

D13

4A

b4−

(a)

2

(c)

2

b4−

(b)

b b

òÉÓ. 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3. íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó Ë×ÁÒÔÉËÉ ÎÁ RP

2

Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

2

É A

4

(ÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ Ä×ÏÊÎÏÊ ËÏ-

ÎÉËÉ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x : y : z) ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3(a). îÁ ÒÉÓ. 3(b) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÔÁ

ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÏ RP

2

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÄÉÓËÁ Ó ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÁÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÙÍÉ

ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. òÉÓ. 3(
) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÒÉÓ. 3(b) ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÅÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ×ÉÄ (X;Y ) 7! (X;Y + aX

2

) × ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ X = x=z,

Y = y=z. òÉÓ. 3(d) | ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÉÓ. 3(
), ÎÏ RP

2

ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ ×ÄÏÌØ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

òÉÓ. 3(e) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÎÅÇÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÔÏÞËÉ Q (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ (�1)-ËÒÉ×ÕÀ), Á ÒÉÓ. 3(f) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÒÉÓ. 3(e)

ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÔÏÞËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÕÇÌÁÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ

�ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ÓÌÏÑ. òÉÓ. 3(f) | ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÉÓ. 2(a), ÎÏ F

2

ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ ×ÄÏÌØ

ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÌÏÑ. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ A

00

(5 � b; b; 2), 0 � b � 3, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÎÁ F

2

ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.1, ÓÍ. ÒÉÓ. 2(b,
). �



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

5

=
0

z

=0x

A2 A2A4

A4
A4

Q P

P

Q

Q

A8

(a) (b) (
)

4A 8A
8A

4A

8A
8A

4A

13D D13

Q

Q

(d) (e) (f)

òÉÓ. 3

ìÅÍÍÁ 1.3. ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj ÎÁ F

2

ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ-

×ÁÑ Ó ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÔÉ�Á J

10

(ÔÒÉ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ×ÅÔ×É), ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4(a).

(b)(a) (c)

òÉÓ. 4

2 22

(a). F

4

(b). P

1

� P

1

(
). P

1

� P

1

(d). F

2

òÉÓ. 5



6 ó. à. ïòå÷ëï÷, å. é. ûõó�éî

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5. íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó M -ËÒÉ×ÏÊ ÂÉÓÔÅ-

�ÅÎÉ (2; 8) ÎÁ F

4

Ó ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÊ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 5(a). òÁÚÄÕÅÍ

ÜÔÉ ÔÏÞËÉ É ÓÔÑÎÅÍ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÓÌÏÉ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4). íÙ �ÏÌÕÞÉÍ

ËÒÉ×ÕÀ ÂÉÓÔÅ�ÅÎÉ (2; 4) ÎÁ P

1

� P

1

Ó �ÏÓÌÏÊÎÙÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÕÞËÁ

�ÒÑÍÙÈ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó F

4

, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 5(b). ðÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÊ ÖÅ

ËÒÉ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÕÞËÁ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5(
). îÁËÏÎÅ�, ÒÁÚÄÕÅÍ Ä×Á-

ÖÄÙ ÔÏÞËÕ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÕÇÌÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÔÑÎÅÍ ÓÌÏÊ

É ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÄÕÔÉÑ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÉÓ. 5(d), ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

ÞÔÏ É ÒÉÓ. 4(a), ÔÏÌØËÏ F

2

ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ ×ÄÏÌØ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÌÏÑ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÒÉÓ. 5(a) Ë ÒÉÓ. 5(b) ÏÚÎÁÞÁÅÔ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ y

2

+ a

1

(x)y + a

0

(x) = 0, deg a

0

= 8, deg a

1

� 4, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ

ÎÁ ÒÉÓ. 5(a), �ÒÉÞÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ F

4

×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ

ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ y = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, a

0

(x) = b(x)
(x), ÇÄÅ b(x)

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ x-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 5(b) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ b(x)y

2

+ a

1

(x)y + 
(x) = 0.

ðÒÉÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ A

00

(4; 3; 0) and A

00

(0; 7; 0) ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÎÁ F

2

ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.3, ÓÍ. ÒÉÓ. 4(b,
). �

D6 A1

D4
A2

E6E7

(a) (b) (
)

òÉÓ. 6

ìÅÍÍÁ 1.6. ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj ÎÁ F

2

ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ-

×ÁÑ Ó ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÉ�Á D

6

, D

4

, A

1

, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ

ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óËÌÅÉ×ÁÑ Ä×Å �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÕÂÉËÉ ÎÁ F

1

, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉ×Ï-

ÄÉÍÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ F

2

, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 7(a). óËÌÅÉ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ×

ÓÍÙÓÌÅ [21℄, ÔÁË É × ÓÍÙÓÌÅ [30℄. òÁÚÒÅÚÁÑ ÒÉÓ. 7(a) ×ÄÏÌØ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ É ÓËÌÅÉ×ÁÑ

ÅÇÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7(b), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ

ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ F

3

. �Á ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 7(
), ÇÄÅ F

3

ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ �Ï ÄÒÕÇÏÍÕ

ÓÌÏÀ. üÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ L ÂÉÓÔÅ�ÅÎÉ (1; 3) É ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C ÂÉÓÔÅ�ÅÎÉ

(2; 6). òÁÚÄÕÅÍ ÔÏÞËÉ p

1

; : : : ; p

5

(ÓÍ. ÒÉÓ. 7(
)), Á ÚÁÔÅÍ ÓÔÑÎÅÍ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ

ÓÌÏÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ P

1

� P

1

, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 7(d). �Á

ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 7(e), ÎÏ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÏÍÅÎÑÎÙ ÍÅÓÔÁÍÉ. îÁËÏÎÅ�,

ÒÁÚÄÕ×ÁÑ ÔÏÞËÉ p É q, É ÓÔÑÇÉ×ÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ (×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ) ÓÌÏÉ, ÍÙ �Ï-

ÌÕÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj ÎÁ F

2

, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 7(f). üÔÏ ÔÏ

ÖÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ÎÁ ÒÉÓ. 6(a), ÎÏ F

2

ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ �Ï ÄÒÕÇÏÍÕ ÓÌÏÀ. �
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2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

7

p5

p5

L p p

p

1 2

3
p

p
4

4

(a). F

2

(b). F

3

(
). F

3

D6
D4

p

p

p

pq

q

(d). P

1

� P

1

(e). P

1

� P

1

(f). F

2

òÉÓ. 7

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.7 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.6 ÌÅÇËÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ËÒÉ×ÁÑ

ÎÁ ÒÉÓ. 6(
).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ A

0

(3; 3; 1) ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ F

2

ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.6, ÓÍ. ÒÉÓ. 6(b). �

2. úÁ�ÒÅÔÙ ÄÌÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ

2.1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÅÏÓÏÂÙÈ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1(Â). óÌÕÞÁÊ M - É (M � 1)-ËÒÉ×ÙÈ ÓÄÅÌÁÎ × [25℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ

�ÏÓÔÏÊ Ï×ÁÌ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁ�ÒÅÔÉÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ:

A

0

(1; 1; 4); A

0

(2; 1; 3); A

0

(1; 2; 3);

A

00

(5; 1; 1); A

00

(4; 2; 1); A

00

(5; 2; 0); A

00

(1; 5; 1); A

00

(1; 6; 0):

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÓÙ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ íÕÒÁÓÕÇÉ { �ÒÉÓÔÒÁÍÁ (ÓÍ. [19;

x3.1℄)

Null

�

(b) � j Sign

�

(b)j+ 4� e(b); � = exp(2�i�); (1)

�ÒÉ � = 1=2, 1=2, 1=2, 1=5, 1=5, 2=7, 1=5, 2=7 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

2.2. úÁ�ÒÅÔÙ ÄÌÑ ÏÓÏÂÙÈ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ ×

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1(Á).

ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ C | ÎÏÄÁÌØÎÁÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ F

2

, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ

4H, �ÒÉÞÅÍ RC ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8 (a) ÉÌÉ (b). �ÏÇÄÁ C �ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ,

C = C

1

[C

2

, ÇÄÅ C

1

É C

2

| �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÅ 2H, �ÒÉÞÅÍ C

1



8 ó. à. ïòå÷ëï÷, å. é. ûõó�éî

(b)(a)

A1

(c)

∆2

òÉÓ. 8

(ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ Ó�ÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, Á C

2

(ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ)

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÔÁË É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÒÉÓ. 8(b). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ C

ÎÅÏÓÏÂÙ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁË × [19; x4.5℄. ðÕÓÔØ (x; y) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÁÆÆÉÎ-

ÎÁÑ ËÁÒÔÁ × F

2

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÉÓ. 8, �ÒÉÞÅÍ �ÒÏÅË�ÉÑ pr : F ! P

1

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

(x; y) 7! x. ðÕÓÔØ H | �ÏÌÏ×ÉÎÁ C P

1

n RP

1

ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Imx > 0, É �ÏÌÏ-

ÖÉÍ N = C \pr

�1

(H). ÷ÙÂÅÒÅÍ × H ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË H

�

, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×Å-

Ô×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ pr j

N

, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S

3

ÇÒÁÎÉ�Õ ÂÉÄÉÓËÁ pr

�1

(H

�

)\fjyj � Rg,

R � 1. ðÏÌÏÖÉÍ L = S

3

\ N ; ÜÔÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × S

3

, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ËÏÓÙ b,

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 8(
).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

L

É �

N

ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ L É N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á

ÞÅÒÅÚ g | �ÏÌÎÙÊ ÒÏÄ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ N . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÓÁ b Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÍÙ

ÉÍÅÅÍ

1 = 4� e(b) = �(N) = 2�

N

� 2g � �

L

= 2�

N

� 2g � 3;

ÇÄÅ e(b) | ÓÕÍÍÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ËÏÓÙ b, É �(N) | ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. �ÏÇÄÁ

�

N

= 2 + g � 2.

ðÕÓÔØ L

1

| �ÏÄÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × L, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ Ä×ÕÍÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÎÉÔÑÍÉ (ÖÉÒÎÁÑ

ÌÉÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 8(
)). ðÏÌÏÖÉÍ L

2

= L

0

2

t L

00

2

= L n L

1

. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

lk(L

1

; L

0

2

) = lk(L

1

; L

00

2

) = 0 É lk(L

0

2

; L

00

2

) = 2, É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �

N

� 2, ÄÅÌÁÅÍ

×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ N ÉÍÅÅÔ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ N

1

É N

2

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ S

3

\ N

i

= L

i

,

i = 1; 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ C

i

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ N

i

[ Conj(N

i

), i = 1; 2, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÌÁÄËÏÊ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 8(a,b) ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÓÅ×ÄÏ-

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÎÁ F

2

, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÍÉ 4H. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÓÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÉÓ. 8(a), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ b = �

�4

3

�

�2

2

�

�4

1

�

2

. ïÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ: b =

(a

�1

1

�

2

a

1

)(a

�1

2

�

1

a

2

), ÇÄÅ a

1

= �

�1

1

�

�1

3

�

2

�

4

3

, a

2

= �

2

�

3

3

.

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ a

2

� 1, 
 � 1 É b+ 
 � 2, ÔÏ �ÏÓÌÏÊÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 9(a)

ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ F

2

ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÊ 4H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9(a), ÔÏ

ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ Ï×ÁÌÁ × ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

9

a1 a2

b
c

...

(a) (b)

òÉÓ. 9

Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÓÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÄÅÒ-

ÖÁÝÁÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 9(b), ÔÏÖÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ (ÍÙ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ-

�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 
 � 2; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÖÎÉÈ Ï×ÁÌÏ× ÎÁÄÏ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ

× ÓÒÅÄÎÀÀ ÏÂÌÁÓÔØ). üÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁ-

ÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÊ H É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 9(b)

ÔÏÞËÉ. �

(b)(a)

òÉÓ. 10

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÏÓÌÏÊÎÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 10(a,b) ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ

�ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÎÁ F

2

ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÍÉ 4H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1) �ÒÉ � = 1=2. �

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ C | ÇÌÁÄËÁÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ F

2

, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ

3H + 2F É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ Ë E. �ÏÇÄÁ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ C +E ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ

�ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÙÅ ÔÉ�Ù, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1(Â), ÎÏ ÎÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1(Á).

(b)

c

(a)

a

b
a

b

c

+1

òÉÓ. 11

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÉÚ ËÒÉ×ÏÊ C +E ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ A

00

(a; b; 
), ÔÏ ÏÎÁ

ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 11(a) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ a ÎÁ 
. òÁÚÄÕ×ÁÑ

C \E É ÚÁÔÅÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÓÌÏÅ× (ÓÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ

ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ F

4

ÂÉÓÔÅ�ÅÎÉ (3; 12), ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÅÔ ÒÉÓ. 11(b). ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÚ [22℄, [24; x6℄ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÄÁÖÅ ×ÒÕÞÎÕÀ), ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
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ËÏÓÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ ÎÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÄÁÌÅÎÉÅ �ÕÓÔÏÇÏ Ï×ÁÌÁ ÎÅ

ÎÁÒÕÛÁÅÔ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓ-

�ÏÌÏÖÅÎÉÑ A

00

(6; 0; 2) É A

00

(3; 0; 3). �

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2; ÇÌÁ×Á 2, x15.2℄), ÞÔÏ × ÔÁÂÌÉ�Å 1 �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ×ÓÅ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3 Ó Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ 6 ÉÌÉ 7 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏ-

ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÞÅÒÅÚ g ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÒÏÄ ÓÌÏÑ íÉÌÎÏÒÁ).

�ÁÂÌÉ�Á 1. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3 Ó Æ = 6 ÉÌÉ 7.

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g Æ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g Æ

J

10

y

3

+ x

6

4 6 J

12

(y + x

2

)(y

2

+ x

6

) 5 7

J

11

(y + x

2

)(y

2

+ x

5

) 5 6 J

13

(y + x

2

)(y

2

+ x

7

) 6 7

E

12

y

3

+ x

7

6 6 E

13

y(y

2

+ x

5

) 6 7

E

14

y

3

+ x

8

7 7

ðÕÓÔØ p | ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÌÏÓËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ-

×ÏÊ C. ðÕÓÔØ B | ÛÁÒ íÉÌÎÏÒÁ ÄÌÑ (C; p), Ô. Å. ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ �ÁÒÙ (B;C \B) ÎÅ ÍÅÎÑ-

ÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ B Ë ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ C

0

| ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ

ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ p, Ô. Å. C

0

ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ

C

t

, t 2 [0; "℄, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ C

0

= C É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ �ÁÒÙ (B;C

t

\ B) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ℄0; "℄.

ðÕÓÔØ � = b

0

(

�

C

0

) � 1, ÇÄÅ

�

C

0

�ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÕÇ ËÒÉ×ÏÊ C

0

�ÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ C (ÚÄÅÓØ b

0

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

b

0

(

�

C

0

) = b

0

(RC

0

[ �(C

0

\ B)). ðÕÓÔØ l

lo


| ÞÉÓÌÏ Ï×ÁÌÏ× (ÚÁÍËÎÕÔÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ) ËÒÉ-

×ÏÊ C

0

. ìÏËÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á èÁÒÎÁËÁ (ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÉÈ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á óÍÉÔÁ { �ÏÍÁ; ÓÍ. ÔÁËÖÅ [14, 27℄ É [13; Proposition 1℄) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

l

lo


� g � �; (2)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ g ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÒÏÄ C

0

, Ô. Å. ÒÏÄ ÓÌÏÑ íÉÌÎÏÒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (C; p). �ÁËÁÑ ÖÅ

Ï�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.

ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ C | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÉ×Ï-

ÄÉÍÁÑ, ÎÏ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ) × F

2

, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ 4H, Ó ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔÉ 3 É Ó Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 6 ÉÌÉ 7 (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ 1). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

E 6� C. ðÕÓÔØ F

0

| ÓÌÏÊ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ p. �ÏÇÄÁ C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÇÌÁÖÅÎÁ

× ËÒÉ×ÕÀ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á A

00

(6; 0; 2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÑ F

0

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÇÌÁÄÉÔØ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ

ËÒÉ×ÏÊ C. �ÏÇÄÁ C ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÁË ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×É × p

Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÔ×ÑÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÑÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË C = C

1

+C

2

×ÌÅÞÅÔ C

1

�C

2

� 6.

åÓÌÉ C ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÔÉ�Á A, ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á RC n p, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ F

0

, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 12, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÊ F

0
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(a)

p

*

(c)

*

p

(d)

p

*

(b)

p

*

(f)

p

*

(e)

p

*

(g)

p

*

òÉÓ. 12

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l(C) É

l(C

0

) ÞÉÓÌÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ Ï×ÁÌÏ× ËÒÉ×ÙÈ C É C

0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ r(C) | ÞÉ-

ÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ F

0

. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ èÁÒÎÁËÁ

l(C) + r(C) � 10� Æ.

äÌÑ ÒÉÓ. 12 (a){(d) ÎÉËÁËÏÅ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ ÔÉ�Á A

00

(a; b; 
) �ÒÉ a
 6= 0 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ï×ÁÌÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ×ÏÚÌÅ p, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ ×ËÌÁÄ × 
, Á ÔÁËÖÅ ÎÉ

ÏÄÎÏÇÏ Ï×ÁÌÁ v ËÒÉ×ÏÊ C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÎÉÖÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ p (ÏÂÌÁÓÔØ,

�ÏÍÅÞÅÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 12) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÚ

ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [H℄, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ C × ÔÏÞËÅ p É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ v (ÜÔÏ ÕÖÅ

ÉÓËÌÀÞÁÅÔ E

12

É E

14

). ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ

(�) �ÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Ä×ÕÈ ÄÕÇ × ÔÏÞËÅ p ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ

(ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, E

13

ÔÏÖÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ).

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (C; p) ÉÍÅÅÔ ÔÉ� J

11

ÉÌÉ J

13

. �ÏÇÄÁ r(C) = 2 × ÓÉÌÕ (�) (ÓÍ. ÒÉÓ.

12(f)), ÏÔËÕÄÁ l(C) � 10� Æ � r(C) = 8� Æ, É ÉÚ (2) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ l(C

0

) � l(C) + l

lo


�

8� Æ + g = 7, Á ÚÎÁÞÉÔ C

0

62 A(6; 0; 2).

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ (C; p) ÉÍÅÅÔ ÔÉ� J

10

ÉÌÉ J

12

. �ÏÇÄÁ l(C) � 10 � Æ � r(C) � 9� Æ. ÷

ÓÉÌÕ (2) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ l(C

0

) � l(C)+ l

lo


+1 � (9�Æ)+(g��)+1 = 8��. ðÏÜÔÏÍÕ,

ÅÓÌÉ C

0

2 A(6; 0; 2), ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ô. Å.

l(C

0

) = l(C) + l

lo


+ 1; r(C) = 1; � = 0: (3)

õÓÌÏ×ÉÑ r(C) = 1 É (�) ÕÖÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ÒÉÓ. 12(e,g), É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÉÓ. 12(f). äÌÑ

ÎÅÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ:

(i) Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÕÀ ÄÕÇÕ ËÒÉ×ÏÊ C (ÓÍ. ÒÉÓ. 13, ÓÌÅ×Á);

(ii) ÞÅÔÙÒÅ Ó�ÏÓÏÂÁ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄÕÇÉ × ÔÏÞËÅ p (ÓÍ. ÒÉÓ. 13, Ó�ÒÁ×Á).

òÉÓ. 13
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ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (3) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ J

12

É ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÓÁÍÏÇÏ

�ÒÁ×ÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ É ÄÌÑ (i), É ÄÌÑ (ii). ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉ×ÕÀ

ÔÉ�Á A(a; b; 
), ÇÄÅ b � 1. �

3. ñ×ÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ

3.1. ëÒÉ×ÙÅ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

10

+ A

5

+ A

1

É A

9

+ [A

5

+ A

1

℄. íÙ ÎÁÊÄÅÍ

Ñ×ÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÒÉ×ÙÈ C ÎÁ F

2

ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj ÓÏ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ:

(i) A

10

+ A

5

+ A

1

,

(ii) A

9

+ [A

5

+ A

1

℄,

ÇÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ × (ii) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ A

5

É A

1

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

F

2

! P

1

. óÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÁÊÌÙ Maple worksheet Ó �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ ÄÏ-

ÓÔÕ�ÎÙ ÎÁ web-ÓÔÒÁÎÉ�Å http://www.math.univ-toulouse.fr/~orevkov/hrg3.html.

íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÉÚ [6℄, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ áÒÔÁÌÑ {

ëÁÒÍÏÎÙ { ëÏÇÏÌØÀÄÏ [3℄ É ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÈ íÕÄÉ ÄÌÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ âÅÒÔÉÎÉ [18℄.

ðÕÓÔØ C 2 j4Hj | ËÒÉ×ÁÑ Ó �ÒÏÓÔÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ p. ðÕÓÔØ F É E | ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ p, É ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÁÚÄÕÔØ p, Á

ÚÁÔÅÍ ÓÔÑÎÕÔØ F É E, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅËÓÔÉËÁ D ÎÁ P

2

.

ðÕÓÔØ (x; y) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ F

2

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÓÉ y = 0, É �ÕÓÔØ f(x; y) = 0 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ C. �ÏÇÄÁ

ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P

2

ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ D ÚÁÄÁ×ÁÌÁÓØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁ-

ÍÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f(x; y) = 0. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ

× ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ Q = [(0; 0); (6; 0); (4; 2); (0; 4)℄, �ÒÉÞÅÍ Q = T

1

\ T

2

, ÇÄÅ T

1

=

[(0; 0); (8; 0); (0; 4)℄ É T

2

= [(0; 0); (6; 0); (0; 6)℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C É D | ÜÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ

ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ f = 0 × ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁÍ T

1

É T

2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, f = 0 ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ

C (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, D), ÅÓÌÉ Q ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × T

1

(ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, × T

2

).

åÓÌÉ F ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C ×ÎÅ p, ÔÏ D ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

3

. åÓÌÉ

ÎÁ F ÌÅÖÉÔ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÉ�Á A

n

, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÉ�Á A

n+4

ËÒÉ×ÏÊ D. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ C ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (i) ÉÌÉ (ii), ÔÏ D ÉÍÅÅÔ ÎÁÂÏÒ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ A

10

+ A

5

+ A

3

ÉÌÉ 2A

9

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ËÒÉ-

×ÙÅ, ÍÙ ÁÄÁ�ÔÉÒÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ A

10

+ A

5

+ A

4

É A

10

+ A

9

, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ

�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [6℄.

3.2. óÅËÓÔÉËÉ ÎÁ P

2

Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ A

10

+A

5

+A

3

. ÷ [6; x5.4℄ �ÏËÁÚÁÎÏ,

ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÅËÓÔÉËÉ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

10

+ A

4

+ A

3

ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Ä×Õ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Å (�ÁÒÁÍÅÔÒÙ � É �), ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏÔ x

1

; x

2

; x

3

:

�

6

� a(w � �w

0

)

2

= 0; (4)



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

13

ÇÄÅ

w = x

2

3

(a

1

x

1

+ a

2

x

2

) + x

3

(b

1

x

2

1

+ b

2

x

1

x

2

+ b

3

x

2

2

) + (


1

x

1

+ 


2

x

2

)x

1

x

2

;

w

0

= x

2

3

(a

0

1

x

1

+ a

0

2

x

2

) + x

3

(b

0

1

x

2

1

+ b

0

2

x

1

x

2

+ b

0

3

x

2

2

) + (


0

1

x

1

+ 


0

2

x

2

)x

1

x

2

;

C

5

=

A

2

(B

1

+ �x

1

x

2

3

)

x

2

+

(A

1

� �x

2

1

x

3

)(A

2

x

3

+B

3

x

2

)

x

2

x

1

+ �B

3

x

1

x

3

; (5)

�

6

= A

1

C

2

+ x

3

C

5

; � = a

1

b

0

1

� a

0

1

b

1

;

A

i

= a

i

w

0

� a

0

i

w; B

i

= b

i

w

0

� b

0

i

w; C

i

= 


i

w

0

� 


0

i

w; i = 1; 2; 3;

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× w É w

0

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

a

1

= � � �; a

2

= �� � 2�+ 1;

b

1

= 0; b

2

= ���� 2��+ 1; b

3

= �� ��;




1

= 0; 


2

= ��� ��

2

;

a

0

1

= �� � 2� + 1; a

0

2

= �� �;

b

0

1

= ���� 2��+ 1; b

0

2

= �2��+ �+ ��; b

0

3

= 0;




0

1

= ��� ��

2

; 


0

2

= 0;

Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a, �, � É � ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ � É � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

� =

���+ 2��+ 2��� �� � + 3�� 2

�� + ��+ ��+ 2�� 1

; � =

�� + ��+ ��+ 2�� 1

(�+ �)(� + �)

;

a =

�(�� 1)

4

(�+ � + 2)(�� �)

2

4(�+ 1)

2

(� + 2)(�+ �)

3

(� + �)

2

;

� =

(�� � 1)

2

(� + 2)

4��

2

+ 10�� + �

2

+ 5�

2

+ 8�+ 12� + 8

:

ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

x

1

= z � x=�; x

2

= y +

(���� 2��+ 1)x

�(��� �)

; x

3

= x

ËÒÉ×ÁÑ D, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4), ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

4

É A

10

× ÔÏÞËÁÈ (0 : 0 : 1)

É (0 : 1 : 0) Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ y = 0 É z = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

3

×

ÔÏÞËÅ

(x

1

: x

2

: x

3

) =

�

1

1� ��

:

1

�� 1

:

1

� � 1

�

:

ëÁË ÏÂßÑÓÎÅÎÏ × [6, x5.4℄, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

4

× A

5

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ [6; (5.4)℄. âÕÄÕÞÉ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ � É �,

ÏÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. �ÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÁÂÏÒÁÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ
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A

10

+A

4

+A

3

+A

1

, A

10

+A

4

+D

4

, A

10

+D

5

+ A

3

, Á ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ, ÒÁ×ÎÙÊ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(�

2

+ 3�)�

2

+ (4�

2

+ 15�+ 7)� + 2�

2

+ 10�+ 6 = 0; (6)

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ A

10

+ A

5

+ A

3

.

ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (6) ÚÁÄÁÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�; �), ÄÏ�ÕÓ-

ËÁÀÝÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

� = �

(2t� 1)(t� 4)

t

2

� 4t+ 2

; � = �

3t

2

� 10t+ 4

(2t� 1)(t� 2)

:

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ �, �, � É a ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

� =

4(2t� 1)(t� 3)

(5t� 3)(t� 2)

; � =

t(t+ 1)

2(t� 3)(2t� 1)

; � =

2(5t� 3)(t� 3)

t

2

:

a =

81(t

2

� 4t+ 2)

2

(3t

2

� 9t+ 4)(t� 1)

2

(t� 3)

t

5

(2t� 1)

2

(t� 2)

2

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÅÊ A

10

+ A

5

+ A

3

. íÙ ÅÇÏ ÎÁÛÌÉ, ÒÅÛÉ× ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. üÔÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,

�ÒÏÓÌÅÄÉ× ×ÅÓØ �ÒÏ�ÅÓÓ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É �ÒÏ×ÅÒÉ×, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ ÎÅ �ÏÔÅÒÑÎÏ. ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ

[1; ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5℄ (�ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÉÉ ë3-�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ), ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒ-

ÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A

10

+ A

5

+ A

3

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÍÏÄÕÌÅÊ.

3.3. óÅËÓÔÉËÉ ÎÁ P

2

Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ 2A

9

. úÄÅÓØ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÉÚ [6; x5.2℄. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ D | ËÒÉ×ÁÑ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4), (5), ÇÄÅ ×ÓÅ

ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× w É w

0

ÓÕÔØ

a

1

= � � �; a

2

= �� � �+ �; b

2

= � � 2�; b

3

= 


3

= ��;

a

0

1

= �� + �� �; a

0

2

= �� �; b

0

2

= �� 2�; b

0

1

= 


0

1

= ��;

É �ÒÉ ÜÔÏÍ

� = �

(�+ 1)(� + 1)

(�+ 2)(� + 2)

; � = �

(�+ 1)(� + 1)

�� + �+ � + 2

:

�ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

1

= z � x, x

2

= y � x, x

3

= x, ËÒÉ×ÁÑ D ÉÍÅÅÔ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

7

É A

9

× (0 : 0 : 1) É (0 : 1 : 0) Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ y = 0 É z = 0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ

a = �

(� + 1)

2

(� + �+ 2)

�

(3�

2

+ 8�+ 4)�

2

+ (8�

2

+22�+ 12)� + 4�

2

+ 12�+ 7

�

4(�+ 1)(�+ 2)

2

(� + 2)

3

(�� + �+ � + 2)

2

;
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ÔÏ A

7

×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × A

8

. åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

(�

2

+ 6�+ 4)�

2

+ (4�

2

+ 20�+ 14)� + 4�

2

+ 16�+ 11 = 0; (7)

ÔÏ A

8

ÄÁÌÅÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÄÏ A

9

. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7) ÚÁÄÁÅÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�; �), ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

� = �(t+ 2� ")=t; � = �(t� 2)=(t� 1); " = �

p

5:

íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÂÝÅÍ t ËÒÉ×ÁÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ " =

p

5, �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÒÉ×ÙÈ Ó " = �

p

5. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ-

×ÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ, �ÏÌÁÇÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x

6

, x

5

y É x

5

z ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÚÁÄÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f

t;"

(x; y; z) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 


ij

(t; ") ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. äÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




ij

(s;�") = 


ij

(t; ") ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ s ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÚÁÍÅÎÁ y ÎÁ z �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÒÉ×ÕÀ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (t; ") × ËÒÉ×ÕÀ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ

(

3�"

2

� t; ").

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉ×ÙÈ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ [1; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6℄, ÜË×ÉÓÉÎ-

ÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÔÒÁÔ 2A

9

ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

ÍÙ ÎÁÛÌÉ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ 2A

9

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

3.4. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ RF

2

.

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ C 2 j4Hj | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ F

2

Ó ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ËÁË × x3.1. ðÕÓÔØ F

0

| ÓÌÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ A

5

, É �ÕÓÔØ F

1

| ÓÌÏÊ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ A

9

ÉÌÉ A

10

. �ÏÇÄÁ C [ F

0

[ F

1

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ËÁË ÎÁ

ÒÉÓ. 14(a,b) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ.

5A

1F

1A

0F

(a)

10A

0F 1F

9A1A

5A

(b)

1F

9A1A

5A

0F

(c)

òÉÓ. 14

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÕÞÁÊ (i) ÉÚ x 3.1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÉÓ. 14(a)). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×Å-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C[E Ó F

0

É Ó F

1

ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ F

0

É F

1

ËÁË

ÎÁ ÒÉÓ. 14. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ d

i

:= b

2

i

�4a

i




i

> 0 É a

i




i

> 0,

ÇÄÅ u

2

(a

i

u

2

+ b

i

u+ 


i

) = 0 | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ C ÎÁ ÓÌÏÊ F

i

(ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ u

ÎÁ F

i

×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ u = 0, Á ÔÏÞËÁ C \E ÏÔ×ÅÞÁÅÔ u =1).
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ðÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ F

2

× P

2

, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × x 3.1, ÓÌÏÊ F

0

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, F

1

)

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ A

3

É A

5

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, A

3

É A

10

). ðÏÌØÚÕÑÓØ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÉÚ x3.2, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ d

0

a

1




1

= �11R(t)

2

, ÇÄÅ R(t) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ d

0

É a

1




1

ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ.

óÌÕÞÁÊ (ii) ÉÚ x 3.1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÉÓ. 14(b)). ðÕÓÔØ a

1

, 


1

, d

1

ÂÕÄÕÔ ËÁË × ÓÌÕ-

ÞÁÅ (i). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ

n

, n = 1; 5, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ

ÎÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁÚÄÕÔÉÑ �ÒÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

n

(×

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Æ

1

| ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ÎÁ �ÒÑÍÕÀ z = 0). ìÏ-

ËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ C × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

n

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

Æ

n

> 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ C ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 14(b), ÔÏ d

1

, a

1




1

, Æ

1

É Æ

5

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÚ x 3.3, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÉËÏÇÄÁ

ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ " = �

p

5, Á �ÒÉ " =

p

5 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ t 2 ℄t

1

; t

2

[, ÇÄÅ

t

1

= (3�

p

5)=2 � 0:38196; t

2

= (9� 3

p

5)=4 � 0:57294

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ

Q(

p

5)).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f(x; y; z; t) ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (4). �ÏÇÄÁ f = 0 �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ

t | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ D. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × RP

2

� R �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ f = 0. ðÕÓÔØ

x

10

z

8

�(x; z; t) | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y, Ô. Å. � = 0 ÅÓÔØ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0 ÎÁ RP

1

(x:z)

� R

(t)

.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a

0

(t) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

4

z

2

× f , Á ÞÅÒÅÚ �

1

(t) | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ

� �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ a

0

(t), �

1

(t), �(0; 1; t) É

�(1; 0; t) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ℄t

1

; t

2

[. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �Ï-

ÓÌÏÊÎÙÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ� ËÒÉ×ÏÊ C [ F

0

[ F

1

[ E ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ

ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ� �ÒÉ ÏÄÎÏÍ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ËÁË ÎÁ

ÒÉÓ. 14(
). �

4. ïÓÎÏ×Ù ÍÅÔÏÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ { òÏÏÎÁ

äÌÑ ÚÁ�ÒÅÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÍ ×ÅÒÓÉÀ ÍÅÔÏÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ {

òÏÏÎÁ { çÕÄËÏ×Á (ÓÍ. [25, 26℄). á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ:

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏ�ÕÓ-

ËÁÅÔ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ × ËÒÉ×ÕÀ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÂÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÌÉÂÏ

ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ, ÌÉÂÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÑÍÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÒÏ-

ÖÄÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜÔÁ�Ï×. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁ�Å ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÓÔÒÁÔ S � j4Hj, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. úÁÔÅÍ ÍÙ ××ÅÄÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ

�ÏÒÑÄÏË ÎÁ S É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C 2 S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÅ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï C

t

2 S, t 2 [0; "), C

0

= C, ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ

�ÏÒÑÄËÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙ-

ËÁÎÉÀ SnS. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÌÉÂÏ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÜÔÁ�Õ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÓÔÒÁÔ
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ÂÏÌÅÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÌÉÂÏ �ÏËÁÖÅÍ ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ,

�ÒÉÊÄÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.

îÉÖÅ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ: Span

K

f�g ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, h�i | ÉÄÅÁÌ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ

ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

4.1. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÒÉ×ÙÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚ-

ÄÅÌÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÒÉ×ÙÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅ-

ÍÙÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÛÁÇÏÍ × ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÙ 4.1 É 4.2 (ÓÍ. ÎÉÖÅ) �ÏÈÏÖÉ ÎÁ [26;

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 É 2.4℄. ïÄÎÁËÏ × ÜÔÉÈ �ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ

�ÒÏÂÅÌ: ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÂÌÉÚËÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ËÒÉ×ÙÈ

ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ

Ï�ÅÎËÕ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.1(3)), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÕÓÔÒÁÎÑÑ �ÒÏÂÅÌ × [26℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÎÅ-

ÍÎÏÇÏ ÍÅÎÑÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, ÞÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÅÎËÉ (16). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÏÌÎÙÅ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á.

ðÕÓÔØ � | ÇÌÁÄËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, (C; p) � (�; p) | ÒÏÓÔÏË ËÒÉ×ÏÊ

Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÔÉ�Á A

2s�1

, s � 1, × ÔÏÞËÅ p 2 �, É U | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ

(Ô. Å. ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË (C; p) ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔ × U ,

ÇÌÁÄÏË ×ÎÅ p É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌÅÎ Ë �V ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÛÁÒÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × U , Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×

p). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(U) ËÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ × U É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × U .

úÁÄÁÄÉÍ × ÎÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m = fg 2 O(U) j g(p) = 0g É ÎÏÒÍÕ kgk

U

=

max jg(U)j. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ V � U Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ S = (x; y) × U ÔÁË, ÞÔÏ p = (0; 0) É

(C; p) = ff := y

2

� x

2s

= 0g. ðÕÓÔØ � � O(U) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚM

�x

C;p

(�) � f+� ÒÏÓÔÏË × f ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á × O(U), ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ x

i

y

j

ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

îØÀÔÏÎÁ f . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M

�x

C;p

(�) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

M

C;p

(S;�) � f + � ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g 2 f + �, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ

�

(y

0

)

2

� (x

0

)

2s

��

1 + '

2

(x

0

; y

0

)

�

; (8)

ÇÄÅ

x

0

= (x� �)(1 + '

3

(x; y)); y

0

= y � (x

0

)

s�1

(� + '

1

(x

0

; y)); (9)

�; � 2 C ; '

1

2 m; '

2

; '

3

2 O(U); É j�j; j�j; k'

1

k

U

; k'

2

k

U

; k'

3

k

U

< "; (10)

ÇÄÅ 0 < "� 1 ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �; �; '

1

; '

2

; '

3

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ

(10), ÆÏÒÍÕÌÙ (9) ÚÁÄÁÀÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ V

É ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ p ÌÅÖÉÔ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ V .

ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �; �; '

1

; '

2

; '

3

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ (10), ÆÏÒÍÕÌÙ

(9) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ �(x; y) = (x

0

; y

0

), ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2

M

C;p

(S;�) ÚÁÄÁÅÔ ÒÏÓÔÏË ËÒÉ×ÏÊ g = 0 Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀA

2s�1

× ÔÏÞËÅ (�; 0) = �

�1

(0; 0).

åÓÌÉ Q

1

; Q

2

| ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ (C; p), ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ fg = 0g � U , g 2 M

C;p

(S;�),

ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Q

0

1

; Q

0

2

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ s, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Q

0

i
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ÂÌÉÚËÁ Ë Q

i

, i = 1; 2. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ M

C;p

(S;�) ÅÓÔØ ÒÏÓÔÏË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × f + �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, M

C;p

(S;�) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÏÓÔÏË

ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÔÒÁÔÁ × � Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M

C;p

(S;�) ÎÁ ÄÕÇÅ y � �(x + �)

s�1

× ÔÏÞËÅ (��; 0) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2s

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �; � 2 C . äÁÎÎÙÊ ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÔÒÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅÍ ÂÁÚÙ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [10, ÔÅÏÒÅÍÁ II.2.38(3)℄).

ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ × O(U), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ �, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÔÒÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÏÓÔËÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ. îÁËÏÎÅ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ, ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÄÕÇÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �.

ìÅÍÍÁ 4.1. ÷ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ

�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ J

2s

�;p

:= O(U)=m

2s+1

. �ÏÇÄÁ:

(1) òÏÓÔÏË M

�x

C;p

(�) × f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × f + � ËÏÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ 3s, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ S = (x; y) �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ

M

�x

C;p

(�) = fg 2 f + � j ord

Q

i

(g) � 2s; i = 1; 2g = hy

2

; yx

s

; x

2s

i: (11)

(2) òÏÓÔÏË M

C;p

(S;�) × f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × f + � ËÏÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ 3s� 2 Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ

T

f

M

C;p

(S;�) = fg 2 � j ord

Q

i

(g) � 2s� 1; i = 1; 2g = hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i: (12)

(3) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË (C; p) = ff := y

2

� x

2s

= 0g ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ. ðÕÓÔØ

M � M

C;p

(S;�) | ÒÏÓÔÏË × f ÇÌÁÄËÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó TM = Span

R

ff

�

g, ÇÄÅ f

�

= 2s�

0

x

2s�1

� 2�

0

x

s�1

y + '(x; y), '(x; y) 2

hy

2

; yx

s

; x

2s

i, É �ÕÓÔØ (R; 0) !M , t 7! C

(t)

, | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

C

(0)

= C É jtj < "

1

� 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

(C

�

�C)

p

= 4s� 2; ÇÄÅ C

�

= ff + f

�

= 0g (13)

É

(C

(t)

� C)

U

= 4s� 2; t 6= 0: (14)

�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ "

2

< "

1

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ t, 0 < jtj < "

2

, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,

(Q

(t)

1

�Q

1

)

RU

� (Q

(t)

2

�Q

2

)

RU

� s� 1 mod 2; (15)

ÇÄÅ Q

(t)

i

, i = 1; 2, | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ C

(t)

× ÅÅ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ × U ; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ,

× ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ �

0

6= 0 É s

2

�

2

0

6= �

2

0

, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

#

��

(Q

(t)

1

\Q

1

) [ (Q

(t)

2

\Q

2

)

�

\ RU

�

� 2: (16)
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏM

�x

C;p

(�)

| ÒÏÓÔÏË × f ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × O(U), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ x

i

y

j

ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ f .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

1

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï M

C;p

(S;�) | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÒÏÓÔÏË ÜË×ÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÔÒÁÔÁ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ-

×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÇÌÁÄÏË × ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ s > 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�ÒÏÅË�ÉÀM

C;p

(S;�)! (C

2

; 0), g 7! (�; �). ïÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ, Á �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ

(s � 1)-Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ

M

C;p

(S;�) × ×ÉÄÅ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ (C

2

; 0)

ÓÏ ÓÌÏÅÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ M

�x

C;p

(�), �ÏÓËÏÌØËÕ

(i) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ � É �, ÎÏ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ '

1

; '

2

; '

3

, ÆÏÒÍÕÌÁ (9) ÚÁÄÁÅÔ

×ÓÅ ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë

e

f(x

0

; y

0

) = f(x

0

+ �; y

0

� �(x

0

)

s�1

) É ÚÁÄÁÀÝÉÈ

ÒÏÓÔËÉ ËÒÉ×ÙÈ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ A

2s�1

× ÔÏÞËÅ (��; 0) É Ó (s � 1) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÂÌÉÚËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ËÁË Õ

e

f ,

(ii) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï � �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ J

2s

�;p

0

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p

0

2 �, ÂÌÉÚËÏÊ Ë p.

üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

dimM

C;p

(S;�) = dimM

�x

C;p

(�) + 2:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M

C;p

(S;�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÅÇÏ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ (�Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ

ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó � \ hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i, ÅÓÌÉ ÚÁ-

�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (9) × ×ÉÄÅ

y

2

� x

2s

(1 + 2s'

3

(x; y)) + '

2

(x; y)(y

2

� x

2s

) + 2s�x

2s�1

+ 2(� + '

1

(x; y))yx

s�1

+ O(j�j

2

+ j�j

2

+ k'

1

k

2

U

+ k'

2

k

2

U

+ k'

3

k

2

U

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM

C;p

(S;�) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

dim

� \ hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i

� \ hy

2

; yx

s

; x

2s

i

= dim

hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i

hy

2

; yx

s

; x

2s

i

= 2:

îÁËÏÎÅ�, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ T

f

M

C;p

(S;�) = hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i \� ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×Ù-

ÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ (12). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ g ÉÄÅÁÌÁ hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ord

Q

i

(g) � 2s� 1, i = 1; 2, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × (12). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ g(x; y)

�

�

y=x

s

= g(x; x

s

) = O(x

2s�1

) É g(x; y)

�

�

y=�x

s

=

g(x;�x

s

) = O(x

2s�1

), ÞÔÏ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÒÏÓÔËÉ ×ÎÅ ÉÄÅÁÌÁ hy

2

; yx

s�1

; x

2s�1

i.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (15) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (13) É (12) ÄÁÀÔ (C

�

�Q

i

)

p

= 2s�1,

i = 1; 2. óÏÇÌÁÓÎÏ [12; ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10; ÌÅÍÍÁ II.2.18℄), ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÞÔÏ

(C

(t)

�Q

i

)

U

� 2s�1, i = 1; 2, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó (14) ÄÁÅÔ (C

(t)

�Q

i

)

U

= 2s�1, t 6= 0, i = 1; 2.

äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ (Q

(t)

i

� Q

3�i

)

U

= s, i = 1; 2, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (Q

(t)

i

� Q

i

)

U

= s � 1,

t 6= 0, i = 1; 2, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ (15).
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óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (9) Ó ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ f

�

, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ C

(t)

× ×ÉÄÅ (y

0

)

2

� (x

0

)

2s

=

0, ÇÄÅ

x

0

= (x� t�

0

)(1 + t 

3

(t; x; y));

y

0

= y � (x

0

)

s�1

(�

1

t(1 + O(t)) + x

0

 

1

(t; x

0

; y) + y 

2

(t; x

0

; y))

Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ  

1

;  

2

;  

3

, É Ó �

1

= �

0

�

(s � 1) 

3

(0). ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Q

(t)

1

\ Q

1

É Q

(t)

2

\ Q

2

× U ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

ËÁË ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x

s

= t�

0

(x� t�

0

)

s�1

+ (x� t�

0

)

s

+ t(x� t�

0

)

s

O(1);

x

s

= �t�

0

(x� t�

0

)

s�1

+ (x� t�

0

)

s

+ t(x� t�

0

)

s

O(1);

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ O(1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ U , V , ",

"

1

, �

0

, �

0

,  

1

,  

2

,  

3

, �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÝÕÔÓÑ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ x � 
t

a

, t ! 0,

ÇÄÅ a < 1, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ �ÏÑ×ÑÔÓÑ ÞÌÅÎÙ (�

0

� s�

0

)t

1+(s�1)a

,

(�

0

+ s�

0

)t

1+(s�1)a

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ Õ t, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏ-

ËÒÁÝÁÀÔÓÑ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ �

0

6= 0, ÍÙ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍ

ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÏÊ x 7! t�

0

x É ÓÏÓÒÅÄÏÔÁÞÉ×ÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÅÈ ËÏÒÎÑÈ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ �ÒÉ t ! 0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ó×ÏÄÉÍ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÌÅËÕÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (16).

åÓÌÉ 
 � 0, ÔÏ

(i) �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ s > 0 ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x

s

= 
(x� 1)

s�1

+ (x� 1)

s

; x

s

= �
(x� 1)

s�1

+ (x� 1)

s

(17)

ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ s� 2 ËÏÒÎÅÊ ÍÎÉÍÙ;

(ii) �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ s > 0 ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (17) ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ËÏÒÎÅÊ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ Ä×Á �ÒÏÓÔÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ Ä×Õ-

ËÒÁÔÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, �ÒÉÞÅÍ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ

ÏÂÏÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ä×ÕÈ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ s ÞÅÔÎÏ. �ÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ 
 = 0, É ÞÉ-

ÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ 
 ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Ô. Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�

x

s

= Æ(x� 1)

s�1

+ (x� 1)

s

sx

s�1

= Æ(s� 1)(x� 1)

s�2

+ s(x� 1)

s�1

(18)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ 2 R. òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ

Æ =

s(x� 1)

x� s

; (x� s)x

s

= x(x� 1)

s

: (19)
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2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

21

òÅÛÅÎÉÅ x = 0, Æ = 1 ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÔÁË ËÁË ËÏÒÅÎØ x = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x

s

= (x� 1)

s�1

+ (x� 1)

s

() x

s

= x(x� 1)

s�1

�ÒÏÓÔÏÊ. äÒÕÇÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÄÏ�ÕÓËÁÅÍÁÑ ×ÔÏÒÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × (19), ÜÔÏ

(x� s)x

s�1

= (x� 1)

s

: (21)

ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ: ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, Á �ÒÁ×ÁÑ

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ x 2 ℄0; s[, Á ÔÁËÖÅ

jx� sj � jxj

s�1

< jx� 1j

s

�ÒÉ x � 0 ÉÌÉ x � s; (20)

× ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ

ÞÉÓÅÌ jx� sj; jxj; : : : ; jxj.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ s = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÞÅÔÎÏÅ s � 3. �ÏÇÄÁ �ÒÉ 
 = 0

ÏÂÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (17) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

s

= Æ(x � 1)

s�1

+ (x � 1)

s

×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÉÛØ �ÒÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ

Æ 2 R, É ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ Ä×ÕÍ. ëÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÉÓË ËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë

ÓÉÓÔÅÍÅ (18), ÚÁÔÅÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (19), ÚÁÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ x = 0, Æ = 1 ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ,

É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (21). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (20) É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× Ó×ÏÄÉÔ ÚÁ-

ÄÁÞÕ Ë �ÏÉÓËÕ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ℄0; 1[. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ sx

s�2

(x � s + 1)

ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (21) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ℄0; 1[, Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ s(x� 1)

s�1

�ÒÁ×ÏÊ

ÞÁÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ℄0; 1[, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÉÎ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ. üÔÉÍ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ii). �

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ � | ÇÌÁÄËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, É D | ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ

ËÌÁÓÓ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �DK

�

� 2 É H

1

(�;O

�

) = 0. ðÕÓÔØ C 2 jDj | �ÒÉ×Å-

ÄÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ r ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË p = fp

1

; : : : ; p

r

g ÔÉ�Ï× A

2k

i

�1

,

k

i

� 1, i = 1; : : : ; r, É s ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË q = fq

1

; : : : ; q

s

g ÔÉ�Ï× A

2l

j

�1

, j = 1; : : : ; s,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ r; s � 0, r + s > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M

p;q

(C) ÒÏÓÔÏË × C ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ C

0

2 jDj, ËÏÔÏÒÙÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ U(p

i

) ÔÏÞÅË p

i

, 1 � i � r,

ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f

i

2 M

�x

C;p

i

(�), Á × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ U(q

j

) ÔÏÞÅË q

j

,

1 � j � s, | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ g

j

2 M

C;q

j

(�), ÇÄÅ � = H

0

(�;O(mD)) �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÂÏÌØÛÏÍ m.

åÓÌÉ

2

r

X

i=1

k

i

+ 2

s

X

j=1

(l

j

� 1) � �DK

�

� 1; (22)

ÔÏ M

p;q

(C) | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

d = g +

�

�DK

�

� 1� 2

r

X

i=1

k

i

� 2

s

X

j=1

(l

j

� 1)

�

; (23)



22 ó. à. ïòå÷ëï÷, å. é. ûõó�éî

ÇÄÅ g | ÒÏÄ ËÒÉ×ÏÊ C. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ d = 1 É g = 0, É ÚÁÄÁÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ

(C ; 0) !M

p;q

(C), t 7! C

(t)

, C

(0)

= C, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÂÒÁÎÁ ËÒÉ×ÁÑ C

�

2 T

C

M

p;q

(C) n fCg,

ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

�

(C

�

� C)

p

i

= 4k

i

; p

i

2 p; (C

�

� C)

q

j

= 4l

j

� 2; q

j

2 q;

(C

(t)

�C)

p

i

= 4k

i

; p

i

2 p; (C

(t)

� C)

U(q

j

)

= 4l

j

� 2; q

j

2 q; t 6= 0:

(24)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.1, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÇÌÁÄËÏÓÔÉ É Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ

ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

Q

p

i

2p

M

C;p

i

(�)�

Q

q

j

2q

M

�x

C;q

j

(�) � �

r+s

Ó ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H

0

(�;O

�

(D)) × �

r+s

. üÔÁ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

h

0

(�;J

Z=�

(D)) = h

0

(�;O

�

(D))� degZ;

ÇÄÅ J

Z=�

| �ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Z � �, ÚÁÄÁÎÎÏÊ × ÔÏÞËÁÈ p

i

2 p É

q

j

2 q ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (12) É (11) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ s ÒÁ×ÎÏ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÕ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ h

0

(Z;O

Z

) = degZ, × ×ÉÄÕ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0! H

0

(�;J

Z=�

(D))! H

0

(�;O

�

(D))! H

0

(Z;O

Z

)! H

1

(�;J

Z=�

(D));

Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �ÕÞËÏ× 0! J

Z=�

(D) ! O

�

(D) ! O

Z

! 0,

ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H

1

(�;J

Z=�

(D)) = 0: (25)

éÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞËÏ× 0 ! O

�

�C

�! J

Z=�

(D) ! J

Z=C

(D) ! 0 É ÉÚ

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ H

1

(�;O

�

) = 0, ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 = H

1

(�;O

�

)! H

1

(�;J

Z=�

(D))! H

1

(C;J

Z=C

(D)) ;

ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÞÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (25) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ

H

1

(C;J

Z=C

(D)) = 0: (26)

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (26), ÍÙ �ÏÄÎÉÍÅÍ �ÕÞÏË J

Z=C

(D) ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ � :

b

C ! C.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5, x2.4℄ ÉÌÉ [7, x4.2.4℄), ÞÔÏ

�

�

(O

b

C

(��)) = J


ond

C

:= Ann(�

�

O

b

C

=O

C

);

ÇÄÅ � �

b

C | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ Ä×ÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ

2

P

z2Sing(C)

Æ(C; z). ÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÕÞÏË-ËÏÎÄÕËÔÏÒ J


ond

C

ÚÁÄÁÎ × ÔÏÞËÁÈ p [ q

ÉÄÅÁÌÁÍÉ (ÓÍ. [7, x4.2.4℄)

J


ond

C;p

i

= fg 2 O

C;p

i

j ord

P

i;s

g � k

i

� 1; s = 1; 2g; p

i

2 p ;

J


ond

C;q

j

= fg 2 O

C;q

j

j ord

Q

j;s

g � l

j

� 1; s = 1; 2g; q

j

2 q ;
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ÇÄÅ P

i;1

; P

i;2

| ×ÅÔ×É ÒÏÓÔËÁ (C; p

i

), É Q

j;1

; Q

j;2

| ×ÅÔ×É ÒÏÓÔËÁ (C; q

j

). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÙ (12) É (11), �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ Ë ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p

i

2 p É q

j

2 q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

J

Z=C

(D) = �

�

O

b

C

(d���w) ;

ÇÄÅ ÄÉ×ÉÚÏÒÙ d;w �

b

C ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ

degd = D

2

; degw = 2

X

p

i

2p

k

i

+ 2

X

q

j

2q

(l

j

� 1) :

ðÏÓËÏÌØËÕ

deg(d���w) = D

2

� 2

X

z2p[q

Æ(C; z)� 2

X

p

i

2p

k

i

� 2

X

q

j

2q

(l

j

� 1)

= D

2

� (D

2

+DK

�

+ 2� 2g)� 2

X

p

i

2p

k

i

� 2

X

q

j

2q

(l

j

� 1)

= 2g � 2 +

�

�DK

�

� 2

X

p

i

2p

k

i

� 2

X

q

j

2q

(l

j

� 1)

�

(22)

> 2g � 2 ;

ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (26).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (24) ÄÌÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C

�

É C ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (12) É ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ,

Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (24) ÄÌÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C

(t)

, t 6= 0, É C ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ É

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

(C

(t)

� C)

U(p

i

)

� (C

�

� C)

p

i

; p

i

2 p; (C

(t)

� C)

U(q

j

)

� (C

�

� C)

q

j

; q

j

2 q

(ÓÍ [12; ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄ ÉÌÉ [10; ÌÅÍÍÁ II.2.18℄). �

4.2. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ F

2

. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ |

ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÀÚÏÔÔÉ Ï ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÉ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ RP

2

.

ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ C � F

2

| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ (�2)-

ËÒÉ×ÏÊ E (ÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÌÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÅÆÏÒ-

ÍÁ�ÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÊ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÁÒÁÎÅÅ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎ-

ÎÏÅ 
onj-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÄÏ× ËÒÉ×ÏÊ C (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÄ×ÉÇÁÑ ÉÈ) É ËÏÔÏÒÁÑ

ÓÇÌÁÖÉ×ÁÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÏÄÙ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ

×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [9; ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.3℄, ÇÄÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ

ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ jCj ÂÙÌÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ

×ÓÅÈ ÎÏÄÏ× ËÒÉ×ÏÊ C, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �C

0

K

F

2

> 0, ÇÄÅ C

0

�ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ

ËÒÉ×ÏÊ C. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ C

0

6= E. �
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ìÅÍÍÁ 4.4. (1) ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ jHj ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ 4

ÔÏÞËÉ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ.

(2) ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j2Hj ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ r ÏÓÏÂÙÈ

ÔÏÞÅË É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ s ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (×ÓÅ ÔÏÞËÉ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ),

ÅÓÌÉ 3r + s > 8.

(3) ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j3Hj ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ E × ËÁÞÅÓÔ×Å

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ É ÉÍÅÀÝÅÊ 6 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, 5 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ.

(4) äÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÉ E, ÎÉ ÓÌÏÅ×, É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ

ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ jDj, ÇÄÅ D = 3H, 3H + F ÉÌÉ 4H � E, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 6, 8 ÉÌÉ 10 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

(5) þÅÒÅÚ 6 ÔÏÞÅË × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ j4Hj,

ÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÉÚ jHj É ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÜÔÉÈ

ÛÅÓÔÉ ÔÏÞËÁÈ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÉÍÅÅÔ 12 ÎÏÄÏ× É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-

ÓÔÅÊ

úÄÅÓØ "× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÅÍÕ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (1) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dim jHj = 3.

(2) ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ × j2Hj ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ r ÏÓÏÂÙÈ ÔÏ-

ÞÅË, ÒÁ×ÎÁ r; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.3℄ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ | �ÒÏÓÔÙÅ Ä×ÏÊÎÙÅ ÔÏÞËÉ). õÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ

ÞÅÒÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ s ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ �Ï×ÙÛÁÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁ s. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÁ (F

2

)

r

, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÒÉ×ÏÊ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÁ (Á ÜÔÏ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-

ÓÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ dim j2Hj � (r+ s) � dim(F

2

)

r

, Ô. Å.,

8� r � s � 2r, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ 3r + s � 8.

(3) íÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ

×ÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ C

0

+ 2C

00

, C

0

; C

00

2 jHj, �ÒÉÞÅÍ C

00

ÍÏÖÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÚÁÒÁÎÅÅ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚ j3Hj, ÉÍÅÀÝÁÑ 6 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ×ÎÅ E, ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ

�Ï�ÁÒÎÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ C

0

; C

00

; C

000

2 jHj, ÎÏ ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ 4 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (1).

(4) áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÏÄÙ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× 3H, 3H + F É 4H � E ÒÁ×ÎÙ 4, 6 É 8 ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÒÉ×ÙÅ

ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ.

(5) ÷ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÌÁÄËÉÅ, É ÏÎÏ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 12 ÌÏËÁÌØÎÙÈ

×ÅÔ×ÅÊ × ÛÅÓÔÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ dim jHj = 3 É ÜÔÉ ÛÅÓÔØ

ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ

ÉÚ ÜÔÉÈ ÛÅÓÔÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, É ÏÎÁ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. éÚ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÏÓÏ-

ÂÙÈ ÔÏÞÅË ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ 12 �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ. �
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5. úÁ�ÒÅÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ F

2

, �ÒÉÎÁÄ-

ÌÅÖÁÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj É ÉÍÅÀÝÉÅ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÙÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ�

A

00

(6; 0; 2), A

00

(4; 0; 3), A

00

(3; 1; 3) ÉÌÉ A

00

(3; 0; 3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É × [25, 26℄, É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ×ÅÒÓÉÀ ÍÅÔÏÄÁ

çÉÌØÂÅÒÔÁ { òÏÏÎÁ { çÕÄËÏ×Á, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ × x4.

5.1. úÁ�ÒÅÔ ËÒÉ×ÙÈ ÔÉ�Á A

00

(6; 0; 2). óÏÇÌÁÓÎÏ [25; ÌÅÍÍÁ 3.3℄, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÔÉ�Á A

00

(6; 0; 2) ×ÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ Ó 9 �ÒÏÓÔÙÍÉ Ä×ÏÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á,

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 15(a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÔÉ� ÞÅÒÅÚ A

00

9

(6; 0; 2).

0F

1A

A 5

(b)

9A

A 5

(a) (c)

òÉÓ. 15

óÏÇÌÁÓÎÏ [9; ÔÅÏÒÅÍÁ 6.1(ii,iii)℄, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï R ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÏÄÁÌØ-

ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(A

00

9

(6; 0; 2)) �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï × R, ÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÎÏÅ ËÒÉ×ÙÍÉ ÔÉ�Á A

00

9

(6; 0; 2).

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÅÔÏÄÕ

çÉÌØÂÅÒÔÁ { òÏÏÎÁ { çÕÄËÏ×Á.

ìÅÍÍÁ 5.2. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C 2 j4Hj, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ

ÓÌÏÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ (Ô. Å., A � D � E) ÏÓÏÂÅÎ-

ÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ

ÉÚ R(A

00

9

(6; 0; 2)), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÒÉ×ÏÊ C ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÅ�ÒÉ×Ï-

ÄÉÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, Ô. Å. A

2k

, k � 1, E

6

, E

8

, ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ ÂÅÚ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÒÏÄÁ

(equigeneri
ally, Ô. Å. Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÏÄÏ×), ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ × ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ËÒÉ×ÕÀ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÏÄÁ.

åÓÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C ÉÍÅÅÔ Ä×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ÌÏ-

ËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É, ÔÏ ÏÎÉ ÔÏ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ

ËÒÉ×ÏÊ C, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ Ä×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÏÅ×, Á ÚÎÁÞÉÔ, C ÎÅ
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ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ËÒÉ×ÕÀ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÏÅ× × ÞÅ-

ÔÙÒÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C, ÉÍÅÀÝÉÅ �ÁÒÕ ËÁÍ-

�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ ÂÅÚ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÒÏÄÁ (equigeneri
ally).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á A

2k�1

, k � 1, D

2k

, k � 2, ÉÌÉ E

7

, Õ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ×ÓÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ÄÅÆÏÒ-

ÍÁ�ÉÑ ÔÁËÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÂÅÚ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÒÏÄÁ

(nodal equigeneri
 de�rmation) ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÏÄÏ×. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ A

2k�1

, k � 1, É D

2k

, k � 2, ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÆÉ-

ËÁ�ÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. äÌÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ E

7

ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏ-

ÄÁÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ, ×ÓÅ ÎÏÄÙ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ) ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ É �ÒÑÍÏÊ (ÓÍ.,

ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C � E, ÔÏ ÎÅÎÏÄÁÌØÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ

ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ E, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÌÉ

ÂÙ ÎÏÄÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ E, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ËÒÉ×ÏÊ C ÎÏÄÁÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÌÅÍÍÅ

6.2 (ÓÍ. x6), ÌÀÂÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÚÁ-

×ÉÓÉÍÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj. ðÏÜÔÏÍÕ, Ó ÕÞÅ-

ÔÏÍ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÏÄÁÌØÎÁÑ

ËÒÉ×ÁÑ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ R(A

00

9

(6; 0; 2)),

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ E. �ÅÍ

ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C ÎÏÄÁÌØÎÁ.

åÓÌÉ C ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ E, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÎÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ

�ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 15(a), ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÓÈÏÄÉÌÉÓØ ÂÙ Ë �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ÎÏÄÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ �ÓÅ×ÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ kH, k � 3, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4

ÎÏÄÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÎÏÄ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÉÓËÏ× d

0

i

Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ d

0

(ÓÍ. ÒÉÓ. 16(a)).

ðÒÉ ÜÔÏÍ i > 1, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ

×ÅÔ×Ø, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ×ÉÄÕ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ

2.3.

åÓÌÉ ÖÅ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ E, ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.5. �

ìÅÍÍÁ 5.3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R(A

00

9

(6; 0; 2)) 6= ?. �ÏÇÄÁ �R(A

00

9

(6; 0; 2)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁ ÒÉÓ. 15(b), ÉÍÅÀÝÕÀ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

1

, A

5

É A

9

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁ Ä×Á ÛÁÇÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÏÂÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚ R(A

00

9

(6; 0; 2)) ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ËÒÉ×ÕÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 15(
),

Á ÚÁÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ.

ûÁÇ 1. äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ C 2 R(A

9

(6; 0; 2)), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d

0

(C), d

0

i

(C), i = 1; : : : ; 6, É

d

00

i

, i = 1; 2, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÄÉÓËÉ (ÌÕÎËÉ), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÉ ÄÕÇ ËÒÉ×ÏÊ RC É ÓÏÅÄÉ-

ÎÅÎÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Ä×ÏÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÉÓ. 16(a). ÷×ÅÄÅÍ ÞÁÓÔÉÞ-

ÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ R(A

9

(6; 0; 2)), �ÏÌÁÇÁÑ C � C

0

, ÅÓÌÉ d

0

(C); d

0

1

(C); : : : ; d

0

6

(C); d

00

1

(C)

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × d

0

(C

0

), d

0

1

(C

0

); : : : ; d

0

6

(C

0

); d

00

1

(C

0

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

27

d’6 d’1

d"1 A3

. . .

(a)

d"2

d0

...

(d)(b)

...

(c)

q

òÉÓ. 16

d

00

2

(C

0

) | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × d

00

2

(C). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ C (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, C

0

)

| ËÒÉ×ÁÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ Ó�ÌÏÛÎÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ) ÌÉÎÉÅÊ ÎÁ ÒÉÓ. 16(b),

ÔÏ C � C

0

.

óÏÇÌÁÓÎÏ [26; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4(b)℄, ËÒÉ×ÕÀ C 2 R(A

9

(6; 0; 2)) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÅÅ ÎÏÄÙ ÂÙÌÉ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÒÏÍÅ ÔÅÈ Ä×ÕÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ �d

00

2

(C)

(ÚÄÅÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (6) ÉÚ [26℄, ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × [26; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4(b)℄,

�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ 2 � 7 < �CK

F

2

= 16). ðÕÓÔØ p = Sing(C) n d

00

2

(C) É q = Sing(C) \

d

00

2

(C). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S

p

� R(A

9

(6; 0; 2)) ÓÔÒÁÔ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÒÉ×ÙÍÉ Õ ËÏÔÏÒÙÈ

7 ÎÏÄÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ × p, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÏÓÔÏË ÓÅÍÅÊÓÔ×Á M

p;q

(C) � S

p

(ÓÍ. ÌÅÍÍÕ

4.2). õÓÌÏ×ÉÅ (22) ÌÅÍÍÙ 4.2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M

p;q

(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ

ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÓÍ. (23)). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.1(3) ÍÏÖÎÏ

×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ C

0

6= C ÉÚM

p;q

(C) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ C Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 4 × ËÁÖÄÏÍ ÎÏÄÅ

z 2 p É �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ C × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÄÁ z 2 q × Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉM ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM

p;q

(C)nfCg ÔÁËÁÑ,

ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÒÉ×ÙÈ C

0

2M ×ÙÇÌÑÄÉÔ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ

ÎÁ ÒÉÓ. 16(b), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C � C

0

.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C 2 S

p

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(C) = fC

0

2 S

p

j C � C

0

g �

S

p

ÎÅ�ÕÓÔÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f : �(S)! R, ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏ-

ÔÏÎÎÕÀ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ f(C) = Area(d

0

i

(C))

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i = 1; : : : ; 6, ÉÌÉ f(C) = �Area(d

00

2

(C)), ÇÄÅ �ÌÏÝÁÄØ ÚÁÄÁÎÁ �Ï �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ RF

2

. ðÕÓÔØ C

0

| ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �(C), ÎÁ

ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ f . ñÓÎÏ, ÞÔÏ C

0

2 S

p

n S

p

.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ C

0

|ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÓË d

00

2

ÓÔÑ-

ÇÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, C

0

ÉÍÅÅÔ 7 ÎÏÄÏ×, ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á A

3

(ÔÁËÎÏÄ)

É �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÙÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ�, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 16(
) Ó�ÌÏÛÎÏÊ ÖÉÒ-

ÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C

0

, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

C

0

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÒÁÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ C

0

0

, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ jHj, j2Hj, jH + F j

ÉÌÉ jH + 2F j. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

2 S

p

, ÓÔÒÅÍÑ-

ÝÅÊÓÑ Ë C

0

, Ó ÌÀÂÙÍ ÓÌÏÅÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÄÉÓËÉ d

0

i

(C

0

), i = 1; : : : ; 6, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É

ÏÎÉ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÓÂÌÉÖÁÀÔÓÑ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÏÔ

ÎÉÈ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ, �ÒÉÂÌÉÖÁÑÓØ Ë E Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ C

0

0

ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ë jHj, jH + F j ÉÌÉ jH + 2F j, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÁ

ÇÌÁÄËÁÑ. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ É ÉÚ ÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

C

0

0

\ F

0

Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÏÅÍ F

0

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÄÉÓË d

0

i

(C

0

), 1 � i � 6, ÌÅ-

ÖÁÔ ÎÉÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ d

0

i

(C

0

) \ F

0

(ÓÍ. ÒÉÓ. 16(b)), ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ C

0

0

ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
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ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á p, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÄÉÓËÏ× d

0

(C

0

), 1 � i � 6. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ C

0

, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j2Hj, jH+Ej

ÉÌÉ j2Ej ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÜÔÉÈ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞËÁÈ. ïÄÎÁËÏ

ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.4. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ C

0

ÓÏÄÅÒÖÉÔ E Ó ËÒÁÔÎÏ-

ÓÔØÀ Ä×Á. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÈÎÉÅ ÄÕÇÉ ÄÉÓËÏ× d

0

i

(C

0

), i = 1; : : : ; 6, ÔÅËÕÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

2 S

p

,

ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë C

0

, ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ÄÉ×ÉÚÏÒÕ E (ÓÍ. ÒÉÓ. 16(b)), ÎÏ ÔÏÇÄÁ C

0

ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ ÓÌÏÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÛÅÓÔØ ÎÏÄÏ× ÉÚ p. ðÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C

0

ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏÓÔÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ E É Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ

F

0

. �ÏÇÄÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÉÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

0

0

2 j3Hj ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ E É

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 6 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 5 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (Á ÉÍÅÎÎÏ,

ÔÏÞËÉ ÉÚ p n F

0

) × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ 4.4(3). óÌÕÞÁÊ �ÒÉ-

×ÅÄÅÎÎÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ C

0

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ �Ï ÌÅÍÍÅ 5.2, ÔÁË ËÁË C

0

ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ

ADE-ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × F

2

n E

ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÚ j4Hj ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 12. ðÏÓËÏÌØËÕ C

0

ÉÍÅÅÔ

ÎÅ ÍÅÎÅÅ 8 ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ × F

2

n E, Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÑÔÉ, ÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÏÎÉ �ÒÏÓÔÙ. ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ E ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

C

0

= C

0

0

[E, Á �ÏÓËÏÌØËÕ C

0

0

�E = 2, ÔÁËÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÉ�Õ A ÉÌÉ D.

äÁÌÅÅ, �ÏÌÏÖÉÍ p = Sing(C

0

) n d

00

1

(C

0

), q = Sing(C

0

) \ d

00

1

(C

0

), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÁÔ

S

p

(A

3

) � R(A

9

(6; 0; 2)) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ Ó 7 ÎÏÄÁÍÉ É ÏÄÎÏÊ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔØÀ A

3

, �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÙÈ ËÒÉ×ÏÊ C

0

. úÁÄÁÄÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË

ÎÁ S

p

(A

3

), �ÏÌÁÇÁÑ C

0

� C

00

, ÅÓÌÉ d

0

(C

0

); d

0

1

(C

0

); : : : ; d

0

6

(C

0

) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × d

0

(C

00

); d

0

1

(C

00

); : : : ; d

0

6

(C

00

), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É d

00

1

(C

00

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × d

00

1

(C

0

). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÏÓÔÏË ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁM

p;q

(C

0

) � S

p

(A

3

).

ëÁË É ×ÙÛÅ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.2(1,2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M

p;q

(C

0

) | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ, É ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

0

2 M

p;q

(C

0

) n fC

0

g �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C

0

Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 4 ×

ËÁÖÄÏÍ ÎÏÄÅ z 2 p, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C

0

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÄÁ ÉÚ q × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, Á × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÔÁËÎÏÄÁ A

3

| × 6 ÔÏÞËÁÈ. éÚ ÜÔÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ (13) É (14)

× ÌÅÍÍÅ 4.1(3), �ÒÉÍÅÎÉ× ËÏÔÏÒÕÀ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(16). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ �

0

6= 0 É �

2

0

6= 4�

2

0

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

e

T

C

0

M

p;q

(C

0

) ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ Ë M

p;q

(C

0

) × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q, ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ËÁË × ÌÅÍÍÅ 4.1(3), ÍÙ ÉÍÅÅÍ

C

0

= ff = 0g, f = y

2

� x

4

É C

�

= ff + �f

�

= 0g �ÒÉ C

�

2

e

T

C

0

M

p;q

(C

0

).

åÓÌÉ �

0

= �

0

= 0, ÔÏ ÍÏÎÏÍÙ × f

�

�ÏÄ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÔÓÑ × ÎÏÌØ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (C

�

�C

0

)

q

� 8, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ (13). åÓÌÉ �

0

= 0, �

0

6= 0,

ÔÏ ÏÂÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

�

2

e

T

C

0

M

p;q

(C

0

) ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÌÏËÁÌØÎÙÅ ×ÅÔ×É × q: y = �x + O(x

2

)

É y = �x

3

+ O(x

4

). ðÅÒ×ÁÑ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �x

2

� y � x

2

, Á ×ÔÏÒÁÑ | ×ÎÕÔÒÉ

(ÓÍ. ÒÉÓ. 16(d), ÇÄÅ C

0

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ). úÁÍÅÔÉÍ ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ C

�

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C

0

ÔÏÌØËÏ × Sing(C

0

): Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 4 × ËÁÖÄÏÍ ÎÏÄÅ ÉÚ p, Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ

2 É 6 × ÎÏÄÅ É ÔÁËÎÏÄÅ ÎÁ �d

00

1

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÉÖÎÑÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ

×ÅÔ×É y = �x+O(x

2

), É ÌÅ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÅÔ×É y = �x

3

+O(x

4

) �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ

ÏÎÉ ÏÂÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÎÏÄ z ËÒÉ×ÏÊ C

0

, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ �d

00

1

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (C

0

� C

�

)

z

= 2.

îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ �� 6= 0, � = �2�, ÔÏ f

�

(x; y) = �4�

0

x(y�x

2

+O(x

3

)), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

f

�

�

�

Q

1

= f

�

(x; x

2

) = x

k

(
+O(x)), 
 6= 0, k � 4, ÏÔËÕÄÁ (Q

0

1

�Q

1

)

U

� k� 2 � 2, ÞÔÏ �ÒÏ-



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

29

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ × (14). éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

M

p;q

(C

0

) n fC

0

g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÙÈ C

0

2 M ÔÁËÏÅ,

ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ �ÕÎËÔÉÒÏÍ ÎÁ ÒÉÓ. 16(Ó), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C

0

� C

0

.

�Å�ÅÒØ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16), ÔÅ ÖÅ ÁÇÒÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ

É ×ÙÛÅ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C

1

2 S

p

(A

3

) n S

p

(A

3

), �Ï-

ÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ × ÔÏÞËÕ ÄÉÓËÁ d

00

1

. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ C

1

ÄÏ-

ÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ C

0

, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÔÁ�Á, ÇÄÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,

C

1

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ É �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÚ j4Hj, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ E, ÓÕÍÍÁ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×

ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ × F

2

n E, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 12. õ C

1

ÎÅ ÍÅÎÅÅ 7 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË

× F

2

n E, �ÏÜÔÏÍÕ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 6. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔÉ 4 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ, ÔÁË ËÁË ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÔÅËÕÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

2 S

p

(A

3

), C

0

! C

1

, ÓÈÏÄÉÌÉÓØ ÂÙ Ë ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ

(ÓÍ. ÒÉÓ. 16(
)). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÌÅÍÍÙ 2.6 É 5.2.

éÔÁË, ËÒÉ×ÁÑ C

1

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ 6 ÎÏÄÏ× É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

5

, É ÅÅ �ÏÓÌÏÊÎÙÊ

ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ� ÔÁËÏÊ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 15(
).

2s−1A

5A

...

(a)

5A

9A

(c)

5A

(b)

7A

T1

òÉÓ. 17

ûÁÇ 2. ðÒÉ 1 � s � 4 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S

p

s

(A

5

; A

2s�1

) � R(A

9

(6; 0; 2)) ÓÔÒÁÔ, ÓÏÓÔÏ-

ÑÝÉÊ ÉÚ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

5

, A

2s�1

É Ó 6�s ÎÏÄÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÈ

�ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÙÊ ÔÉ� ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 17(a), É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÅ ÄÉÓËÁ d

0

2

ÚÁ-

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á p

s

. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ×ÁÑ C

1

, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÛÁÇÅ 1,

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S

p

1

(A

5

; A

1

). óÏÇÌÁÓÎÏ [26; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4(b)℄, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-

ÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ p

s

× ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (×ËÌÀÞÁÑ ÏÂÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

5

). úÁÄÁÄÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ S

p

s

(A

5

; A

2s�1

),

�ÏÌÁÇÁÑ C

0

� C

00

, ÅÓÌÉ d

0

(C

0

) É d

0

i

(C

0

), 1 � i � 7� s, i 6= 2, | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï × d

0

(C

00

) É d

0

i

(C

00

), 1 � i � 7 � s, i 6= 2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ, É d

0

2

(C

00

) | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × d

0

2

(C

0

). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 4.2, ËÁË É ÎÁ ÛÁÇÅ 1, ÍÙ ÚÁÞÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï M

p

s

;q

(C

s

) � S

p

s

(A

5

; A

2s�1

) ÇÌÁÄËÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÉÚ ÞÅÇÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 4.1,

ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M

p

s

;q

(C

s

) n fC

s

g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

C

s

� C

0

2M (ËÒÉ×ÁÑ C

0

ÎÁ ÒÉÓ. 17(a) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÕÎËÔÉÒÏÍ).

ëÁË É ÎÁ ÛÁÇÅ 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉ×ÕÀ C

s+1

2 S

p

s

(A

5

; A

2s�1

) n S

p

s

(A

5

; A

2s�1

),

�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ fC

0

2 S

p

s

(A

5

; A

2s�1

) j C

s

� C

0

g.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ C

s+1

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ × ÔÏÞËÕ

ÄÉÓËÁ d

0

2

, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÓÔÒÁÔÕ S

p

s+1

(A

5

; A

2s+1

). íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ s = 4, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ s = 1; 2; 3 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.



30 ó. à. ïòå÷ëï÷, å. é. ûõó�éî

íÎÏÖÅÓÔ×Ï p

4

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË: ÔÉ�Á A

1

É ÔÉ�Á A

5

, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p É q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(b)). �ÅËÕÝÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

S

p

4

(A

5

; A

7

), ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë C

5

, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ C

0

, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

d

0

i

(C

5

) = lim

C

0

!C

5

d

0

i

(C

0

). äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ D É �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 � F

2

ÞÅÒÅÚ Æ(D;
) ÍÙ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ D, ÌÅÖÁÝÉÈ × 
.

îÉÖÅ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÌÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ

C

5

É �ÒÉÊÄÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

óÌÕÞÁÊ 1. C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ T

1

, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ jHj, jH + F j

ÉÌÉ jH + 2F j. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

Ó ÏÂÝÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÓÌÏÅÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÄÉÓË d

0

1

ÉÌÉ d

0

3

, Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÓÂÌÉÖÁÀÔÓÑ, Á

Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ × ÓÔÏÒÏÎÕ E �ÒÉ C

0

! C

5

(ÓÍ. ÒÉÓ. 17(a)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ T

1

Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2, É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÅÔ×Ø RT

1

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉÖÅ ÄÉÓËÏ×

d

0

1

; d

0

3

. ÷ ÓÉÌÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ T

1

, Á ÔÁËÖÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÖÎÉÅ ÄÕÇÉ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ

Ë ÔÏÞËÅ p, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë T

1

, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ p 62 T

1

É ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÉÖÎÉÅ ÄÕÇÉ × �ÒÅÄÅÌÅ

Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÌÏÑ F

p

, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ p. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔ C

5

ÏÔÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ 2F

p

, ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ T

1

2 jH + 2F j, Á ÔÁËÖÅ

×ÌÅÞÅÔ E � C

5

.

óÌÕÞÁÊ 1.1. C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2E. �ÏÇÄÁ ÎÉÖÎÉÅ ÄÕÇÉ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ÔÏÞËÅ q, Ä×É-

ÖÕÔÓÑ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ E É × �ÒÅÄÅÌÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÔ ÓÌÏÊ F

q

, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ

q (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(a)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔ C

5

ÏÔÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ 2F

q

, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ T

1

2 jHj. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ,

× ËÏÔÏÒÙÈ C

4

= fy

2

� x

6

= 0g. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÚ S

p

4

(A

5

; A

7

) ÌÏËÁÌØÎÏ

ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ g = 0, ÇÄÅ g 2 hx

6

; x

3

y; y

2

i, Á Ä×ÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ 2F

q

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x

2

= 0.

�ÏÇÄÁ T

1

ÚÁÄÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ h(x; y) = 0, ÇÄÅ x

2

h

2

2 hx

6

; x

3

y; y

2

i, Á ÚÎÁÞÉÔ h 2 hx

2

; yi.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ �d

0

2

ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë T

1

, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ T

1

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ

ÄÉÓË d

0

2

(C

0

) �ÒÉ ×ÓÅÈ C

0

. ÷ ÓÉÌÕ T

1

�C

0

= 8, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T

1

Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ËÁÓÁ-

ÅÔÓÑ ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

4

× ÔÏÞËÅ q É �ÒÉ ÜÔÏÍ RT

1

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ �ÕÎËÔÉÒÏÍ

ÎÁ ÒÉÓ. 17(b). ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ RT

1

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ

RT

1

××ÅÒÈ × �ÕÞËÅ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ jHj, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

4

× ÔÏÞËÅ

q, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÄÕÇÁ, ×ÙÓÅËÁÅÍÁÑ ÎÁ �d

0

2

, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ 8 = T

1

� C

4

ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

óÌÕÞÁÊ 1.2. E ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ×ÈÏÄÉÔ × C

5

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × C

5

ÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÉÔ Ä×Õ-

ËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ 2F

p

). �ÏÇÄÁ C

5

ÓÏÖÅÒÖÉÔ Ä×ÕËÁÔÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ 2T

1

, T

1

2 jHj, É ËÒÉ×ÕÀ

T

0

1

2 jHj, T

0

1

6= T

1

. ðÏÓËÏÌØËÕ T

0

1

ÇÌÁÄËÁÑ, T

1

ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ q É �ÅÒÅÓÅËÁÔØ

ÄÉÓË d

0

2

. ë ÔÏÍÕ ÖÅ, T

1

ÄÏÌÖÎÁ ËÁÓÁÔØÓÑ C

4

× ÔÏÞËÅ q. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ T

1

ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÌÁÓØ ÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ h = 0, ÇÄÅ h = x+ �y + O(x

2

; y

2

), Á T

0

1

| ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ h

0

= 0, ÇÄÅ h

0

= y + O(x; y

2

), ÎÏ ÔÏÇÄÁ h

0

h

2

= x

2

y + ::: 62 hx

6

; x

3

y; y

2

i.

ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ RT

1

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 17(b), ÞÔÏ

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

óÌÕÞÁÊ 2. C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2E É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÉÚ jHj, jH + F j

ÉÌÉ jH + 2F j. �ÏÇÄÁ ÎÉÖÎÉÅ ÄÕÇÉ ËÒÉ×ÏÊ C

0

, �ÒÉÍÙËÁÀÝÁÑ Ë q, Ä×ÉÖÕÔÓÑ × ÓÔÏ-

ÒÏÎÕ E É × �ÒÅÄÅÌÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ, Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÔ ÓÌÏÊ F

q

, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ

q (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(a)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÒÈÎÉÅ ÄÕÇÉ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÁÑ Ë p, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë E É

�ÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÔ ÓÌÏÊ F

p

, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ p. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C

5



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

31

×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ 2E, 2F

p

É 2F

q

. ïÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ T

2

2 j2Hj �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ. �ÏÇÄÁ

Æ(T

2

; d

0

2

(C

5

)) = Æ(C

5

; d

0

2

(C

5

)) � Æ(C

0

; d

0

2

(C

0

)) = Æ(A

7

) + Æ(A

1

) = 5, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ

�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÚ j2Hj.

óÌÕÞÁÊ 3. C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ E (ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ), Ä×ÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ 2F É �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ

T

3

2 j3Hj, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ Ó E. åÓÌÉ Ä×ÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ 2F �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ d

0

2

(C

5

), ÔÏ

×ÅÒÈÎÉÅ ÄÕÇÉ ÄÉÓËÏ× d

0

1

É d

0

3

ÄÏÌÖÎÙ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë E [ F (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(a)). ðÏÓËÏÌØËÕ

ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� p 2 p

4

×ÅÒÈÎÅÊ ÄÕÇÉ ÄÉÓËÁ d

0

3

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÅÎ, ÜÔÁ ÄÕÇÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÀ F

p

,

Á ÚÎÁÞÉÔ, C

5

ÓÏÄÅÒÖÉÔ F

p

, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, F ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ d

0

2

. ðÏÜÔÏÍÕ Æ(T

3

; d

0

2

(C

5

)) � 5, Á ÔÁËÖÅ T

3

ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

5

× ÔÏÞËÅ q (ÅÓÌÉ q 62 F ), ÌÉÂÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × p É q (ÅÓÌÉ p 62 F ). �ÅÍ

ÓÁÍÙÍ, Æ(T

3

) � 7, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ T

3

2 j3Hj, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ

E.

óÌÕÞÁÊ 4. C

5

| �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.

óÌÕÞÁÊ 4.1. C

5

×ËÌÀÞÁÅÔ E É �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ T

3

2 j3H + 2F j, T

3

6� E. úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ET

3

= 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ T

3

É E × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ

ÎÅ×ÚÍÏÖÎÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 2.5. ðÏÜÔÏÍÕ C

5

ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ E \ T

3

�ÒÏÓÔÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ.

äÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C

5

× ËÒÉ×ÕÀ C

0

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÏÄÁÌØÎÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÜÔÏÊ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÌÀÂÁÑ ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ ÎÏÄÁÌØÎÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 5.2), ÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ C

5

! C

0

�ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ C

5

! E [ T

0

3

, ×

ËÏÔÏÒÏÊ T

0

3

2 j3H+2F j ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ E × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÚÁ�ÒÅ-

ÝÅÎÏ ×ÙÛÅ.

óÌÕÞÁÊ 4.2. C

5

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ E. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C

5

ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3 Ó

Æ � 7, ÞÔÏ Ó×ÅÄÅÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÌÅÍÍÁÍ 2.6 É 5.2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ËÒÉ×ÏÊ

C

0

ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ C

0

! C

5

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C

5

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 4.

åÓÌÉ C

5

ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÉÌÉ ÔÒÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÔÏ Æ(C

5

) � 11.

÷ ÓÉÌÕ Ï�ÅÎÏË Æ(C

5

; p) � 1, Æ(C

5

; q) � 3 É Æ(C

5

; d

0

2

(C

5

)) � 5 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C

5

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 7, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅ-

ÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ C

5

ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ T

(i)

1

2 jHj, i = 1; 2; 3; 4, ÔÏ

�ÏÓËÏÌØËÕ T

(i)

1

� T

(j)

1

= 2, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3 ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ J

10

.

éÔÁË, ËÒÉ×ÁÑ C

5

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÔÁËÁÑ, ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × ÌÅÍÍÅ. �

ìÅÍÍÙ 5.4. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C 2 j4Hj �ÏÞÔÉ

�ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÔÉ�Á ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 15(b) Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ A

1

; A

5

; A

9

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. íÅÔÏÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ { òÏÏÎÁ { çÕÄËÏ×Á × ×ÅÒÓÉÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × x4 (ÓÍ. ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 5.3), ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 14(a,b)
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É ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ ÌÅÍÍÏÊ 3.1. ðÕÓÔØ p | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÉ�Á A

5

ËÒÉ×ÏÊ C, É q |

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Å ÅÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÛÁÇÁ 2 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5.3, C

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÔÒÁÔÕ S

p

(A

5

; A

9

), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÚÁÄÁÄÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: C

0

� C

00

ÅÓÌÉ d

0

(C

00

), d

0

1

(C

00

) É d

0

2

(C

0

) | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á

× d

0

(C

0

), d

0

1

(C

0

) É d

0

2

(C

00

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.2, ÒÏÓÔÏË M

p;q

(C) � S

p

(A

5

; A

9

)

ÇÌÁÄÏË É ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÍÍÁ 4.1 �ÒÉÍÅÎÉÍÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÅÒËÁ ÕÓÌÏ×ÉÊ

ÉÚ ÞÁÓÔÉ (3) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5.3). éÚ ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (14), (15) É (16) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

M

p;q

(C) n fCg ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ C � C

0

ÄÌÑ ×ÓÅÈ C

0

2M (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(
)).

ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5.3, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉ×ÕÀ

^

C 2 S

p

(A

5

; A

9

)nS

p

(A

5

; A

9

),

�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ fC

0

2 S

p

(A

5

; A

9

) j C � C

0

g. äÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ

^

C ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÔÁËÁÑ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 14(a), ÅÓÌÉ

ÄÉÓË d

0

1

ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ, ÉÌÉ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 14(b), ÅÓÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á A

1

�Ï�Á-

ÄÁÅÔ ÎÁ ÓÌÏÊ F

0

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

^

C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ E. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÓÌÏÉ F

0

, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÓÌÏÀ F

q

, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÍÕ ÞÅÒÅÚ q ÔÉ�Á A

5

. �ÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ

ÓÌÏÅ× Ó ÔÅËÕÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

2 S

p

(A

5

; A

9

), C

0

!

^

C, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë E (ÓÍ. ÒÉÓ. 17(
)).

äÁÌÅÅ,

^

C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÒÁÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ

ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C

0

ÓÏ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ F

0

ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ

ËÒÁÔÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÅ ËÒÁÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ Ä×ÕÍ. ëÔÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C

0

ÓÏ ÓÌÏÅÍ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ d

0

3

(C

0

) ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ÔÒÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ÔÏÞÅË, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

^

C ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÒÁÔÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ 2T

1

, É

�ÒÉ ÜÔÏÍ T

1

2 jHj. åÓÌÉ T

1

ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ q (ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÉ�Á A

5

), ÔÏ ÏÓÔÁ×-

ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ T

2

ËÒÉ×ÏÊ

^

C, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

5

× ÔÏÞËÅ q, ÞÔÏ

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË T

2

| �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚ j2Hj. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T

1

�ÒÏÈÏÄÉÔ

ÞÅÒÅÚ q. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C

0

ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ F

0

ÔÁËÏ×Ï,

ÞÔÏ T

1

ÄÏÌÖÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ C

0

× q Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ � 3,

ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÑÓØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ (T

1

�C

0

)

q

� 6 É T

1

C

0

= 8, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T

1

ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÉÓËÏ× d

0

i

(C

0

), i = 1; 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ,

Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ A

9

ËÒÉ×ÙÈ C

0

, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ T

2

,

ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË Õ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÚ j2Hj ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ

Ó Æ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÂÏÌØÛÉÍ ÞÅÍ Æ(A

9

) = 5.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ

^

C Ó ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ jkHj, 1 � k � 3. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 4.2 × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C

5

(ËÏÎÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5.3). �

5.2. úÁ�ÒÅÔ ËÒÉ×ÙÈ ÔÉ�Á A

00

(4; 0; 3), A

00

(3; 1; 3) É A

00

(3; 0; 3). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C 2 j4Hj ÔÉ�Á A

00

(4; 0; 3), A

00

(3; 1; 4) ÉÌÉ

A

00

(3; 0; 3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

a

; �

b

; �




ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ×ÅÝÅÓÔ×ÅùÎÎÏÊ ×ÅÔ×É

ÔÉ�ÁA × RF

2

n(F

0

[E), �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ a; b; 
 ÎÁ ÒÉÓ. 1(Ó�ÒÁ×Á).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÕÇÉ ÜÔÏÊ ×ÅÔ×É ÞÅÒÅÚ �

1

; �

2

; �

3

; �

4

, ÎÕÍÅÒÕÑ ÉÈ ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ

ÎÁ ÒÉÓ. 1 Ë �ÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÉÓËÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Ï×ÁÌÁÍÉ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ

�

a

; �




, ÞÅÒÅÚ O

a

i

, O




j

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÕÍÅÒÕÑ ÉÈ ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ë ËÒÁÀ.

ðÏÓËÏÌØËÕ dim j2Hj = 8, ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 8 ÔÏÞÅË ÎÁ F

2

nE ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ËÒÉ×ÕÀ ÉÚ
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2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X
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ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j2Hj. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÍÙ ×ÙÒÏÄÉÍ C × ËÒÉ×ÕÀ Ó 8 ÎÏ-

ÄÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ C

0

= C. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ C

k

ff

k

= 0g

ËÒÉ×ÏÊ C Ó 0 � k � 7 ÎÏÄÁÍÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÞÏË ËÒÉ×ÙÈ ff

k

+ tg

2

k

= 0g,

t � 0, ÇÄÅ fg

k

= 0g 2 j2Hj �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÏÄÙ ËÒÉ×ÏÊ C

k

, É ÚÎÁË ×ÙÂÒÁÎ ÔÁË, ÞÔÏ

ÏÂÌÁÓÔØ �

b

É ÄÉÓËÉ O

a

i

; O




j

ÒÁÓÔÕÔ, Á ÄÉÓËÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Ï×ÁÌÁÍÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ �

b

ÕÍÅÎØ-

ÛÁÀÔÓÑ �ÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ t × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0;1[. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ

ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F

0

ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ

�ÅÒ×ÏÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ C

k+1

(Á ÏÎÏ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ × ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎ-

ÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÒÉ×ÏÊ).

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉ×ÏÊ C

k+1

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k � 6 É C

k

| ÎÅ�ÒÉ-

×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ k ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÎÏÄÏ×. óÏÇÌÁÓÎÏ [25; ÌÅÍÍÁ 3.4℄, ÍÁÌÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ C

k

ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ×ÓÅ

ÎÏÄÙ × ÏÂÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ C

k

ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÊ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ × j4Hj, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ËÒÉ×ÙÈ Ó k ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÏÄÁÍÉ. �ÏÇÄÁ

ÉÚ [25; ÌÅÍÍÙ 3.5 É 3.6℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C

k+1

ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ k+1 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÄ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ E [C

0

, ÇÄÅ C

0

2 j4H �Ej

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ E × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. ïÄÎÁËÏ �Ï-

ÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ, ×ÙÂÉÒÁÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ fg

k

= 0g 2 j2Hj

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ k � 6 ÎÏÄÏ× É Ä×Å ÔÏÞËÉ ÉÚ C

k

\ F

0

, ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë

E. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k = 7 É C

7

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó 7 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ

ÎÏÄÁÍÉ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, C

7

ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Ó 7 ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÏÄÁÍÉ.

ï�ÑÔØ ÉÚ [25; ÌÅÍÍÙ 3.5 É 3.6℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C

8

| ÌÉÂÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × 8 ×Å-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÎÏÄÁÍÉ, ÌÉÂÏ C

8

= E [ C

0

, ÇÄÅ C

0

2 j4H � Ej | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ,

ÉÍÅÀÝÁÑ 7 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÏÄÏ× × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀ-

ÝÁÑ E × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, ÌÉÂÏ C

8

= C

(1)

8

[ C

(2)

8

, ÇÄÅ C

(1)

8

; C

(2)

8

2 j2Hj | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × 8 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ

ÚÁ�ÒÅÝÅÎ ÌÅÍÍÏÊ 2.5.

(b)(a)

òÉÓ. 18

�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C | ËÒÉ×ÁÑ ÔÉ�Á A

00

(4; 0; 3), É C

8

| ËÒÉ×ÁÑ Ó 8 ÎÏÄÁÍÉ,

�ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÅÎËÅ âÅÚÕ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÄÉÓËÁ O

a

i

; O

a

i+1

ÉÌÉ ÄÉÓË O

a

4

É ÄÕÇÁ �

1

(ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, Ä×Á ÄÉÓËÁ O




i

; O




i+1

ÉÌÉ ÄÉÓË O




3

É ÄÕÇÁ �

4

) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ

Ä×ÕÈ ÎÏÄÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. äÁÌÅÅ, ÕÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÎÏÄ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ �

a

É

�




, Á ÔÁËÖÅ �ÅÔÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÄÕÇÁÈ �

2

; �

3

, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÓÇÌÁÖÉ-

×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÎÏÄÏ× (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.3) ÄÁÌÏ ÂÙ (M � 1)-ËÒÉ×ÙÅ ÔÉ�Á A

00

(5; 0; 3), A

00

(4; 0; 4)

ÉÌÉ A

00

(4; 1; 3), ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ × [25, 26℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÌÅÍÍÁÍ 2.3 É 2.4, ËÒÉ×ÁÑ
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C

8

, �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÉÚ C, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 18(a,b). �ÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

8

ÎÅ ÄÏ�ÕÓ-

ËÁÅÔ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ C

(1)

8

[ C

(2)

8

, ÇÄÅ C

(1)

8

; C

(2)

8

2 j2Hj, �ÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÅÔ×Ø, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ F

0

× ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C

8

| ÎÅ�ÒÉ×Ï-

ÄÉÍÁÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÞÏË C

8

+ t(C

0

8

)

2

, ÇÄÅ C

0

8

2 j2Hj �ÒÏÈÏÄÉÔ

ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÎÏÄÙ ËÒÉ×ÏÊ C

8

, É ÚÎÁËÉ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÉÓËÉ O

a

i

; O




j

ÒÁÓÛÉÒÑÀÔÓÑ,

ËÏÇÄÁ t ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0;1[. íÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÔÁË ËÁË ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÑ ËÒÉ×ÏÊ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÉ ÏÄÎÏ

ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ C

9

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ:

(i) ëÒÉ×ÁÑ C

9

, ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ × ÓÅÂÑ ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ E ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉË-

ÎÕÔØ, ÔÁË ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ 8 ÎÏÄÏ× × F

2

n E, ÓÅÍØ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅ-

ÎÉÉ, ÏÔÓÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ C

9

= 2E [ 2C

0

, C

0

2 jH + 2F j. ïÄ-

ÎÁËÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÚ �ÕÞËÁ f

8

+ tg

2

ÂÕÄÕÔ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

C

9

= fh

2

= 0g ×ÌÅÞÅÔ f

8

+ tg

2

8

= (ag

8

)

2

� (bh)

2

= (ag

8

+ bh)(ag � bh) ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a; b 2 C ), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C

8

.

(ii) ëÒÉ×ÁÑ C

9

= E [C

0

, ÇÄÅ C

0

2 j4H �Ej | �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ

E, ÚÁ�ÒÅÝÅÎÁ ÌÅÍÍÏÊ 2.5. ëÒÉ×ÁÑ C

9

= E [ C

0

, Ó ÎÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C

0

2

j4H � Ej, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ E, ÔÏÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÂÙÌÏ

ÂÙ C

0

= C

0

1

[ 2C

0

2

, ÇÄÅ ÌÉÂÏ C

0

1

2 jHj, C

0

2

j 2 jH + F j, ÌÉÂÏ C

0

1

2 jH + 2F j,

C

0

2

2 jHj. ïÄÎÁËÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C

0

1

ÇÌÁÄËÁÑ, É C

0

2

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÞÅÒÅÚ 6 ÎÏÄÏ× ËÒÉ×ÏÊ C

8

(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ), Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C

0

2

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ 4 ÎÏÄÁ ËÒÉ×ÏÊ C

8

(ÔÏÖÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ), ÔÏÇÄÁ ËÁË C

0

1

ÍÏÖÅÔ

ÉÍÅÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C

9

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ E,

Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÎÉËÁËÏÊ ÓÌÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ C

9

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ jkHj, k = 1; 2; 3; 4.

(iii) îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C

9

Ó � 9 ÎÏÄÏ× ÚÁ�ÒÅÝÅÎÁ ÌÅÍÍÁÍÉ 2.3 É 2.4.

(iv) ëÒÉ×ÁÑ C

9

= C

0

[C

00

, ÇÄÅ C

0

; C

00

2 j2Hj, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÅÓÌÉ C

0

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ 8 ÎÏÄÏ× ËÒÉ×ÏÊ C

8

, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ C

00

ÔÏÖÅ

ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ×ÓÅÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ �ÕÞËÁ f

8

+ tg

2

8

ÌÅÖÁÔ ×

ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ F

2

1

, F

1

F

2

É F

2

2

, ÇÄÅ F

1

; F

2

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ × j2Hj

�ÕÞÏË ËÒÉ×ÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ Sing(C). üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ

ËÒÉ×ÏÊ C

8

. åÓÌÉ C

0

ÏÓÏÂÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÏÄÅ ËÒÉ×ÏÊ C

8

, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ C

0

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ 4 ÄÒÕÇÉÈ ÎÏÄÏ× ËÒÉ×ÏÊ C

8

, Á ÚÎÁÞÉÔ, C

00

ÄÏÌÖÎÁ

ÂÙÔØ ÏÓÏÂÏÊ × ÔÒÅÈ ÎÏÄÁÈ ËÒÉ×ÏÊ C

8

É ÌÉÂÏ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÅÝÅ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÎÏÄÁ

ËÒÉ×ÏÊ C

8

, ÌÉÂÏ ÉÍÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÅÝÅ ÏÄÎÏÍ ÎÏÄÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË

ËÁË ×ÓÅ ÎÏÄÙ ËÒÉ×ÏÊ C

8

ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ.

(v) îÁËÏÎÅ�, ËÒÉ×ÁÑ C

9

ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ C

0

[ C

00

, ÇÄÅ C

0

2 jHj, C

00

2 j3Hj.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C

00

ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÏÊ × 4 ÎÏÄÁÈ ËÒÉ×ÏÊ C

8

É ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 4 ÎÏÄÁ ËÒÉ×ÏÊ C

8

. åÓÌÉ C

0

8

, C

00

8

�Ï-

ÒÏÖÄÁÀÔ �ÕÞÏË ËÒÉ×ÙÈ × j2Hj, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ Sing(C), �Ï (AF + BG)-

ÔÅÏÒÅÍÅ îÅÔÅÒÁ, C

00

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÕÞËÕ ËÒÉ×ÙÈ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍÕ ÎÁ C

0

8

G

1

, C

00

8

G

2

,

G

1

; G

2

2 jHj. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C

8

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÅ × j4Hj,

ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ F

2

1

, F

1

F

2

É F

2

2

. ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C

8

.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C | ËÒÉ×ÁÑ ÔÉ�Á A

00

(3; 0; 3) ÉÌÉ A

00

(3; 1; 3). ëÁË É ×ÙÛÅ, ÍÙ �Ï-



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

35

ÓÔÒÏÉÍ ËÒÉ×ÕÀ Ó 8 ÎÏÄÁÍÉ C

8

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë C �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ Ï�ÅÎËÉ

âÅÚÕ, É ÞÔÏ ÕÅÄÉÎÅÎÙÊ ÎÏÄ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ �

a

É �




, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏ-

ÇÄÁ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ ÄÁÌÏ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÔÉ�Á A

00

(4; 0; 3). åÓÌÉ

�ÏÑ×ÉÔÓÑ �ÅÔÌÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ �

b

ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÒÉÓ. 19(a), �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ

× ÔÏÍ ÖÅ �ÕÞËÅ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑ �ÅÔÌÀ × Ï×ÁÌ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ �

b

. åÓÌÉ ÜÔÏÔ

Ï×ÁÌ, ÓÔÑÎÅÔÓÑ × ÕÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÎÏÄ, ÔÏ ÍÙ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ × ÔÏÍ ÖÅ

�ÕÞËÅ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏÄ ÉÓÞÅÚÎÅÔ). ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 2.3, 2.4 É 2.5, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ

ËÒÉ×ÕÀ C

8

ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8(a), ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó Ï×ÁÌÏÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ �

b

. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.1, ÔÁËÁÑ

ËÒÉ×ÁÑ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ, ËÁË É × ÌÅÍÍÅ 2.1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ C

1

É C

2

.

(b)(a)

...

...

òÉÓ. 19

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÞÏË C

8

+tC

2

2

= C

(t)

1

C

2

, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ

�

b

É ÄÉÓËÉ O

a

i

; O




j

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ t × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0;1[ (ÓÍ. ÒÉÓ. 19(b),

ÇÄÅ �ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ C

(t)

1

, t > 0, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÕÎËÔÉÒÏÍ). �Å ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,

ÞÔÏ É ×ÙÛÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÞÔÏ

×ÅÄÅÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1(a).

6. óÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ X

21

vs. ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ F

2

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ X

21

�ÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ | ÜÔÏ �ÅÎÔÒ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ, Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÉÞÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ (ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ × ×Å-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÁËÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x; y) =

P

i+2j�8

a

ij

x

i

y

j

, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÄÅ ÍÌÁÄÛÁÑ (1; 2)-

Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f

8

(x; y) =

P

i+2j=8

a

ij

x

i

y

j

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ (Ô.Å. ÏÓÏÂÁ ÔÏÌØËÏ

× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a

04

6= 0, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

b

f

8

(x) := f

8

(x; 1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ B

Æ

= D

Æ;x

� D

Æ;y

� C

2

, ÇÄÅ D

Æ;x

É

D

Æ;y

| ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÄÉÓËÉ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ > 0 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÅÖÁÝÉÅ

ÎÁ ÏÓÑÈ x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÀÒßÅË�ÉÀ

�

Æ

: B

Æ

! F

2

, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ � : F

2

! E É �

Æ

: B

Æ

! D

Æ;x

,

ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ IntB

Æ

ÎÁ F

2

n (F

0

[ E), Á ËÁÖÄÙÊ ÄÉÓË f�g �D

Æ;y

| ÎÁ

ÓÌÏÊ F � F

2

, ÓÔÑÇÉ×ÁÑ f�g � �D

Æ;y

× ÔÏÞËÕ F \ E, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÊ

�D

Æ;x

� D

Æ;y

ÎÁ F

0

, ÓÔÑÇÉ×ÁÑ × ÔÏÞËÕ ËÁÖÄÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �D

Æ;x

� fxg, z 2 D

Æ;y

, É

ÓÔÑÇÉ×ÁÑ �D

Æ;x

� �D

Æ;y

× ÔÏÞËÕ F

0

\ E.

÷ÙÂÅÒÅÍ Æ ÔÁË, ÞÔÏ ff = 0g \ (D

Æ;x

� �D

Æ;y

) = ?, É ËÁÖÄÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÓÌÏÊ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �

Æ

: B

Æ

! D

Æ;x

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ ff = 0g
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(ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ B

Æ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ f = 0). ðÏÄ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅÍ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ f = 0 ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï  

t

= 0, t 2 [0; "℄, " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ  

0

= f , É �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï  

t

= 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó D

Æ;x

� �D

Æ;y

É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ

ËÁÖÄÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÓÌÏÊ f�g � IntD

Æ;y

, � 2 D

Æ;x

, Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 4.

ä×Á ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ '

(1)

t

, t 2 [0; "℄, É '

(2)

t

, t 2 [0; "℄, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ f = 0 ÎÁÚÙ×Á-

ÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏ �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ (üððé) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ

f'

(1)

"

= 0g \ B

Æ

ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó f'

(2)

"

= 0g \ B

Æ

ÚË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ C

1

-ÉÚÏÔÏ�ÉÅÊ

ÂÉÄÉÓËÁ B

Æ

, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ D

Æ;x

� �D

Æ;y

É �D

Æ;x

� D

Æ;y

, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏÅÍ �ÒÏÅË�ÉÉ �

Æ

: B

Æ

! D

Æ;x

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÔÏÞÅË (ÕÞÉÔÙ×ÁÑ

ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).

�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ f = 0 | ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÌÏÓËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÔÉ�Á X

21

,

É B

Æ

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ  

t

= 0, t 2 [0; "℄,

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ f = 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C 2 j4Hj

É ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ C

1

-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ F

2

, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó �ÒÏÅË�ÉÅÊ

� : F

2

! E, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ F

0

É E, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ C �ÏÞÔÉ �ÏÓÌÏÊÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ �

Æ

(f 

"

=

0g \B

Æ

).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ËÒÁÔÎÏÊ ÔÏÞËÉ

�ÏÒÑÄËÁ � 5 [29℄ É �ÏÒÑÄËÁ 6 [17℄. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ÎÅ×ÅÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (1) ï�ÉÛÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ËÁÒÔ ÷ÉÒÏ (pat
hworking) [31; ÒÁÚÄÅÌ 1.7℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [32℄,

ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C 2 j4Hj ÎÁ F

2

ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÇÌÁ-

ÖÉ×ÁÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÉ�Á X

21

, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C ËÁË

ÕËÁÚÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ.

îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C 2 j4Hj,

�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ËÁÒÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ, üððé-

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÄÁÎÎÏÍÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÂÒÁÔÉÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ËÁÒÔ. á

ÉÍÅÎÎÏ, �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÀ  

t

= 0, t 2 [0; "℄, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ

ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÓÏÂÕÀ ËÒÉ×ÕÀ C

0

2 j4Hj, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ ÓÇÌÁÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ C

1

-ËÒÉ×ÁÑ ÂÙÌÁ üððé-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �

Æ

(f 

"

=

0g\B

Æ

). úÁÔÅÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ

ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÍÉ ËÒÉ×ÏÊ C

0

× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ j4Hj.

(2) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � 2 R ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) 7!

(x; y + �x

2

) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ f

8

(x; y) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ

32a

04

a

80

� 2a

23

a

61

6= 0: (29)

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (29)

(16a

04

a

42

� 6a

2

23

)�

2

+ (24a

04

a

61

� 4a

23

a

42

)�+ (32a

04

a

80

� 2a

23

a

61

);

É ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f

8

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒ-

ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÂÉÎÏÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ

ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ (29) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.



÷åýåó�÷åîîùå ëòé÷ùå îá F

2

é óçìáöé÷áîéñ ïóïâåîîïó�é X

21

37

(3) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï

g

t

(x; y) =

X

i;j�0

b

ij

(t)x

i

y

j

; b

ij

(0) =

�

a

ij

; i+ 2j � 8;

0; i+ 2j < 8;

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(t); �(t); 
(t), ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÏÌØ �ÒÉ t = 0

É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g

t

(x + 
(t); y + �(t) + �(t)x) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ y

3

, xy

3

É x

7

. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÑËÏÂÉÁÎ �ÒÉ t = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ

�; �; 
 ÒÁ×ÅÎ 4a

04

(32a

04

a

80

� 2a

23

a

61

), ÚÁÞÉÔ ÏÎ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÓÉÌÕ (29). ðÏÜÔÏÍÕ

ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ b

03

= b

13

= b

70

� 0.

(4) æÉËÓÉÒÕÅÍ 


0

> 0 É ÚÁÄÁÄÉÍ �(t) > 0 ÔÁË, ÞÔÏ

X

i+2j<8

jb

ij

(t)

2

j�(t)

8�i�2j

= 


0

; t > 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ

P

i+2j<8

jb

ij

(t)j > 0 É b

ij

(0) = 0 �ÒÉ i + 2j < 8, ÆÕÎË�ÉÑ �(t) ËÏÒÒÅËÔÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ lim

t!0

�(t) =1. ÷ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å

�(t)

8

g

t

(x�(t)

�1

; y�(t)

�2

) =

X

i+2j>8

b

ij

(t)�(t)

�(i+2j�8)

x

i

y

j

+

X

i+2j=8

b

ij

(t)x

i

y

j

+

X

i+2j<8

b

ij

(t)�(t)

8�i�2j

x

i

y

j

;

�ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ×ÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë f

8

(x; y) �ÒÉ t ! 0. ë

ÔÏÍÕ ÖÅ, × ÓÉÌÕ (30), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t

n

! 0, n = 1; 2; :::, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

ÔÒÅÔØÑ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ, ÔÁË ÞÔÏ

X

i+2j<8

ja

ij

j = 


0

> 0 É a

03

= a

13

= a

70

= 0: (31)

(5) åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ G(x; y) = 0 ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ × C

2

, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ × F

2

ÇÌÁÄËÕÀ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ j4Hj, üððé-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ËÒÉ×ÏÊ �(fg

t

(x; y)

= 0g) �ÒÉ t 6= 0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ G(x; y) = 0 ÏÓÏÂÁ × C

2

. �ÏÇÄÁ

(i) G(x; y) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á X

21

× C

2

× ÓÉÌÕ (31).

(ii) ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÍÁÌÁÑ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

G(x; y), ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÁÑ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ G = 0 × C

2

É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(k) � C [x; y℄ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ

x

i

y

j

�ÒÉ i+ 2j = k, É �ÏÌÏÖÉÍ

P

(k)

=

M

i�k

P(i); P

(k)

=

M

i�k

P(i):
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éÚ ÌÅÍÍÙ 6.2 (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P

(8)

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÕÀ ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ

ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ ×ÓÅÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ G = 0 × C

2

, Ô. Å. ÍÁÌÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÏÎÏÍÏ× x

i

y

j

, i + 2j � 8, ÍÏÖÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ

ÚÁÄÁÎÎÙÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ G = 0 × C

2

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

e

G(x; y) =

P

i+2j�8

ea

ij

x

i

y

j

ÂÌÉÚËÉÊ Ë G(x; y), ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ × F

2

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ

ËÒÉ×ÕÀ, üððé-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ËÒÉ×ÏÊ �(fg

t

(x; y) = 0g), t 6= 0. �

ìÅÍÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ G = 0, ÇÄÅ

G(x; y) = f

8

(x; y) +

X

i+2j<8

a

ij

x

i

y

j

= 0 É f

8

(x; y) =

X

i+2j=8

a

ij

x

i

y

j

;

| �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × C

2

, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ X

21

, �ÒÉÞÅÍ Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

8

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ (Ô.Å. ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ä×Õ-

ÞÌÅÎÏ×). �ÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P

(8)

� C [x; y℄, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ x

i

y

j

,

0 � i + 2j � 8, �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÕÀ ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ ×ÓÅÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

ËÒÉ×ÏÊ G = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÞÁÓÔÉ (2) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f

8

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (29). òÁÚÏ-

ÂØÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×.

(1) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x

0

; y

0

) 2 Sing(G =

0) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØ�Á C fx�x

0

; y�y

0

g=hG;G

x

; G

y

i, ÇÄÅ

ÞÅÒÅÚ C f�; �g ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ËÏÌØ�Ï ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, Á ÞÅÒÅÚ hG;G

x

; G

y

i

| ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ G;G

x

; G

y

(ÉÄÅÁÌ �ÀÒÉÎÏÊ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ �ÒÏÅË�ÉÊ:

pr

1

: C [x; y℄=hG;G

x

; G

y

i !

M

(x

0

;y

0

)2Sing(G=0)

C fx � x

0

; y � y

0

g=hG;G

x

; G

y

i; (32)

pr

2

: P

(8)

! C [x; y℄=hG;G

x

; G

y

i:

(2) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÏÅË�ÉÉ pr

1

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌØÍÅÒÎÕÀ

�ÏÄÓÈÅÍÕ Z � F

2

Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × Sing(G = 0), ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍ

ÉÄÅÁÌÏÍ �ÀÒÉÎÏÊ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×

0! J

Z=F

2

(nD)! O

F

2

(nD)! O

Z

! 0;

ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÉÌØÎÏÇÏ ÄÉ×ÉÚÏÒÁ D. ðÏÓËÏÌØËÕ H

1

(J

Z=F

2

(nD)) = 0 �ÒÉ n� 0,

ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

H

0

(O

F

2

(nD))=H

0

(J

Z=F

2

(nD)) ' H

0

(O

Z

)

=

M

(x

0

;y

0

)2Sing(G=0)

C fx � x

0

; y � y

0

g=hG;G

x

; G

y

i;
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ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ pr

1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

(3) äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ pr

2

.

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) 7! (x; y + �x

2

) (ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÓ-

ÔÉÎÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ), ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a

23

�ÒÉ x

2

y

3

, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

03

= a

13

= 0 É Ó×ÏÊÓÔ×Á (i), (ii) ÉÚ ÛÁÇÁ

(5) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 5.

úÁ�ÉÛÅÍ G × ×ÉÄÅ G = f

8

+

P

k<8

f

k

, f

k

2 P(k), k � 0, É �ÏÌÏÖÉÍ k

0

= maxfk < 8 j

f

k

6= 0g (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ k

0

ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ,ÔÁË ËÁË G 6= f

8

).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ f

8

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f

8;x

; f

8;y

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÏÔËÕÄÁ

ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ hf

8;x

; f

8;y

i � C [x; y℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌ

P

(11)

= hx

i

y

j

; i+2j � 11i É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ P

(11)

ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó AG

x

+

BG

y

�Ï ÍÏÄÕÌÀ P

(10)

Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ A;B 2 C [x; y℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ P(s), s = 9; 10, ÍÏÖÎÏ

ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ AG+ BG

x

+ CG

y

�Ï ÍÏÄÕÌÀ P

(s�1)

Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ A;B;C 2 C [x; y℄.

(3i) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ k

0

< 7, ÌÉÂÏ k

0

= 7 É f

7

62 Span

C

ff

8;x

; xf

8;y

g. íÙ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

f

k

0

P(s� k

0

) + f

8;x

P(s� 7) + f

8;y

P(s� 6) = P(s) �ÒÉ s = 9; 10: (33)

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (33) ×ÌÅÞÅÔ

f

k

0

2 hf

8;x

; f

8;y

i: (34)

íÙ �ÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ k

0

= 7 É s = 10; ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. ÷ ×ÉÄÕ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dimP(10)=(f

8;x

P(3) + f

8;y

P(4)) = 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë

ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ

xyf

7

= A

3

f

8;x

+ A

4

f

8;y

; x

3

f

7

= B

3

f

8;x

+B

4

f

8;y

; A

i

; B

i

2 P(i); i � 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ f

8;x

; f

8;y

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

A

3

= yA

1

; B

3

= x

2

A

1

; A

4

= x

2

B

2

; B

4

= yB

2

;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, xf

7

= �xf

8;x

+(�x

2

+
y)f

8;y

, ÇÄÅ 
 = 0 × ÓÉÌÕ a

04

6= 0, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ

(34).

�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (34) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ. ðÒÉ k

0

= 7 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (34)

�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ f

7

62 Span

C

ff

8;x

; xf

8;y

g, ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ × ÎÁÞÁÌÅ ÛÁÇÁ (3i).

ðÒÉ k

0

= 6 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (34) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË f

6

= 
f

8;y

, 
 6= 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ a

04

6= 0, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ y

3

× f

6

ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ.

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ k

0

< 6, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (34) ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

�Å�ÅÒØ, ËÏÇÄÁ (33) ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

s

2 P(s), 9 � s � 10, É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ P

s

=

A

s�k

0

f

k

0

+ B

s�7

f

8;x

+ B

s�6

f

8;y

. �ÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ÓÔÁÒÛÁÑ (1; 2)-Ë×ÁÚÉÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8G� xG

x

� 2yG

y

ÒÁ×ÎÁ (8� k

0

)f

k

0

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

P

s

=

8A

s�k

0

8� k

0

G+

�

B

s�7

�

xA

s�k

0

8� k

0

�

G

x

+

�

B

s�6

�

2yA

s�k

0

8� k

0

�

G

y

mod P

(s�1)

;
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ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

(3ii) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k

0

= 7 É f

7

2 hf

8;x

; f

8;y

i. ðÏÓËÏÌØËÕ a

13

= a

23

= 3, ÍÙ

ÉÍÅÅÍ f

7

= �f

8;x

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � 2 C .

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 0 � m � 6 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

(8� k)f

k

= �f

k+1;x

for all m < k < 7; and f

0

m

= (8�m)f

m

� �f

m+1;x

6= 0:

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÛÁÇÁ (3i) �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ

f

0

m

P(s�m) + f

8;x

P(s� 7) + f

8;y

P(s� 6) = P(s); s = 9; 10:

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

s

2 P(s) �ÒÅÄÓÔÁ×�ÉÍ × ×ÉÄÅ P

s

= A

s�m

f

0

m

+ B

s�7

f

8;x

+

B

s�6

f

8;y

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÁÑ (1; 2)-Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8G�xG

x

�

2yG

y

� �G

x

ÒÁ×ÎÁ f

0

m

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

P

s

= A

s�m

(8G� xG

x

� 2yG

y

� �G

x

) +B

s�7

G

x

+ B

s�6

G

y

mod P

(s�1)

:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ (8 � k)f

k

= �f

k+1;x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ k < 7. ïÄÎÁËÏ

ÔÏÇÄÁ

G(x; y) = f

8

(x; y) +

X

k<8

f

k

(x; y) = f

8

(x; y) +

X

i>0

�

i

i!

�

i

�x

i

f

8

(x; y) = f

8

(x+ �; y);

ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ G(x; y) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ X

21
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