
ï íïäõìñòîïí ÷ùþéóìåîéé âáúéóï÷çòåâîåòá ó ãåìùíé ëïüææéãéåî�áíéó. à. ïÒÅ×ËÏ×x1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A = Z[X℄,X = (x1; : : : ; xn). íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ A ËÁË �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × Q [X℄, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á A, ÔÏ QI | �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÍ ÉÄÅÁÌËÏÌØ�Á Q [X℄. äÌÑ ËÏÌØ�Á R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A! A
R = R[X℄ÞÅÒÅÚ �R. äÁÎÎÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ(ÓÍ. × [1℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÏ× çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÏ× × �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÌØ�ÁÈÎÁÄ Z).úÁÄÁÞÁ (P). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f1; f2; : : :ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á A (ÞÅÒÎÙÊ ÑÝÉË, ÇÅÎÅÒÉÒÕÀÝÉÊ ÉÈ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ). ðÕÓÔØ I =(f1; f2; : : : ) | ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ fi. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I ×�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ QI É ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÏ× �Z=mZ(I),m 2 Z, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.üÔÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × [5℄, [6℄ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÅÅ × x2). ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù ËÒÕÞÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙA=I (ÓÍ. [3℄) É ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ÉÚ x3 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.x2. íÏÔÉ×Á�ÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ×ÏÚÎÉËÛÁÑ × [5℄, [6℄, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ F | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, M0 |ÅÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ G0, � 2 HomA(F;A), É�1; : : : ; �p 2 EndA(F ). �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÄÅÁÌ �(M) (ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ), ÇÄÅ M| ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ F ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M0 � M É �i(M) � M ÄÌÑ ×ÓÅÈi = 1; : : : ; p. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Mj , ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÅ-ÍÙÈ ËÁË Mj+1 =Ppi=1 �i(Mj), ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Mj+1 = Mj.ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, �ÏÌÏÖÉÍ M = Mj É I = �(M).ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÏÄÕÌÑ F ×ÅÌÉË, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× çÒÅÂÎÅÒÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ MjÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌ-ÎÉÔØ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ (Z=mZ)[X℄-ÍÏÄÕÌÅÊ Mj 
 (Z=mZ) ×ÙÞÉÓÌÑ-ÀÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ. úÎÁÑ ÉÈ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ Q [X℄-ÍÏÄÕÌÅÊ Mj 
Q(ÓÍ. [2℄ É x5 ÎÉÖÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÏÄÕÌÉM
(Z=mZ) ÉM
Q , Á ÚÎÁÞÉÔ,É ÉÄÅÁÌÙ �Z=mZ(I) É QI. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ I ×ÉÄÁ ��i1�i2 : : : �ik(g), g 2 G0. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ(P). Typeset by AMS-TEX1



2 ó. à. ïòå÷ëï÷x3. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (P). ðÕÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ËÁË ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ I É J | ÉÄÅÁÌÙ × A, �ÒÉÞÅÍ J � I. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚm ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù ËÒÕÞÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A=J , Ô. Å., m | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ m(QJ \ A) � J . ðÕÓÔØ m1; : : : ;mt | �Ï�ÁÒÎÏ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ m. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ(i) QJ = QI, Ô. Å. I É J �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ × Q [X℄,(ii) �Z=miZ(J) = �Z=miZ(I), i = 1; : : : ; t.�ÏÇÄÁ I = J .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ 
i = m=mi = Qj 6=imj , i = 1; : : : ; t. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁmi �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ b1; : : : ; bt 2 Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b1
1 + � � �+ bt
t = 1 (1)îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I � J . ðÕÓÔØ f 2 I. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏi = 1; : : : ; t, ÉÍÅÅÍ f = fi +mihi, ÇÄÅ fi 2 J É hi 2 A. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (i) ÉÍÅÅÍ kf 2 J�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k 2 Z, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ kmihi = kf � kfi 2 J , Ô. Å.,hi �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÄÇÒÕ��Ù ËÒÕÞÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù A=J . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ mÜÔÏ ×ÌÅÞÅÔ mhi 2 J , Á ÚÎÁÞÉÔ 
if = 
ifi + 
imihi = 
ifi +mhi 2 J . ÷ÍÅÓÔÅ Ó (1) ÜÔÏÄÁÅÔ f = b1(
1f) + � � �+ bt(
tf) 2 J ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (P). æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÏÎÏÍÁÈ ËÏÌØ�Á A. âÕÄÅÍ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ J×ÉÄÁ (f1; : : : ; fk), k = 1; 2; : : : É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:(1) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÏ× QI É QJ . åÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ J .(2) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ m (××ÅÄÅÎÎÏÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÅ), ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÏÄÎÉÍÉÚ ÁÌÇÌÒÉÔÍÏ×, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × [3℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ x4). ðÕÓÔØ m = p�11 : : : p�tt |ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É �ÕÓÔØ mi = p�ii .(3) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; t, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÏ×�Z=miZ(I) É �Z=miZ(J). åÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ J . åÓÌÉÖÅ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ J É ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÒÁÂÏÔÕÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.x4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m. ÷ [3℄ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÞÉÓÌÁ m (××ÅÄÅÎÎÏÇÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÅ). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÔ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ (�ÉÔÉÒÕÑ [3℄) `�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ'. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÏ×:(1) æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÏÎÏÍÁÈ É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÂÁÚÉÓçÒÅÂÎÅÒÁ G ÉÄÅÁÌÁ J . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÓÔÁÒÛÉÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÉÓÁ G. �ÏÇÄÁ QJ \A = Z[1=s℄J \A.(2) ÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ Y . �ÏÇÄÁ Z[1=s℄J \A = (I; sY �1)\A. âÁÚÉÓ çÒÅÂ-ÎÅÒÁ Gs ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÄÌÑÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (elimination term ordering).(3) îÁÊÄÅÍ m ÔÁËÏÅ ÞÔÏ mg 2 J ÄÌÑ ×ÓÅÈ g 2 Gs.



ï íïäõìñòîïí ÷ùþéóìåîéé âáúéóï÷ çòåâîåòá îáä Z 3x5. ï ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× çÒÅÂÎÅÒÁ ÎÁÄ Q . ÷ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÁ üÌÉÚÁÂÅÔ áÒÎÏÌØÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ).�ÅÏÒÅÍÁ. [2; Th. 7.1℄. ðÕÓÔØ I | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × Z[X℄ É G � Z[X℄. ðÕÓÔØQI | ÉÄÅÁÌ × Q [X℄, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌÏÍ I. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍIp = �Fp(I), Gp = �Fp(G). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ:(1) Gp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ Ip,(2) G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ hGiQ,(3) QI � h �GiQ,(4) LM(Gp) = LM(G), ÇÄÅ \LM" ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÁÒÛÉÈ ÍÏÎÏÍÏ×.�ÏÇÄÁ G | ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ QI.÷ [4; Th. 2.4℄ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÉÄÅ-ÁÌÏ×. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÉÄÎÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ I = (px+ 1), G = f1g.ëÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏ×ÙÍ, ÄÏÂÁ×É× ÎÏ×ÕÀ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ, É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ü. áÒÎÏÌØÄ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÍ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÒ, Ô. Å. �ÏÌÏÖÉÔØ I = (px + y), G = fyg, ÔÏ�ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÉÓÞÅÚÎÅÔ.âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ. ñ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ÷. ð. çÅÒÄÔÕ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.ãÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. W. W. Adams, P. Loustaunau, An Introdu
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