
ðòïéú÷åäåîéñ ëìáóóï÷ óïðòñöåîîïó�é ÷ SL

2

(R)

ó. à. ïÒÅ×ËÏ×

á Î Î Ï Ô Á � É Ñ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎ-

ÎÏÓÔÉ × ÇÒÕ��Å SL

2

(R).

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎ-

ÎÏÓÔÉ × ÇÒÕ��Å SL

2

(R) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.1 × x3). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÉÎÎÏÅ, ÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ. ðÏÖÁÌÕÊ, ÇÌÁ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ × ÌÉÛØ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

ÏÔ×ÅÔ × ÕÄÏÂÏÞÉÔÁÅÍÏÍ ×ÉÄÅ.

÷ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ × [9℄ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ

ÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÌÌÉÏÎÁ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ó�ÏÒÁÄÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��.

÷ [12℄ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÇÒÕ�� GU

3

(F

q

) É SU

3

(F

q

), Á

ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� GL

3

(F

q

) É SL

3

(F

q

). ðÏÈÏÖÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ

ÒÁÚÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ, ÓÍ. [2, 5, 8, 10, 15℄ É ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÔÁÍ ÓÓÙÌËÉ.

íÏÊ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Ë �ÌÏÓËÉÍ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ËÒÉ×ÙÍ, ÓÍ. [3, 11℄. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÁÍÙÊ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ �ÏÌÎÏ-

ÓÔØÀ, ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Ù SU(n), ÓÍ. [1, 4℄. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ, ÞÔÏ

�ÏÄÈÏÄ âÅÌËÁÌÅ [4℄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔÉÞÎÏ) ÎÁ �ÓÅ×ÄÏÕÎÉÔÁÒÎÙÅ

ÇÒÕ��Ù SU(p; q), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÉÚ [7℄. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ × �ÏÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ×

ÇÒÕ��ÁÈ PU(n; 1) ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ × [6, 13, 14℄.

çÒÕ��Á SU(1; 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SL

2

(R). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

� : SL

2

(R) ! SU(1; 1); A 7! �(A) = P

�1

AP; P =

�

1 i

i 1

�

; (1)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ; ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ SU(1; 1) = fA 2 SL

2

(C ) j A

�

JA = Jg, ÇÄÅ

J = diag(1;�1). ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÏÔÉ×Á�ÉÅÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ-

�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ × SL

2

(R) ÂÙÌÏ ÖÅÌÁÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÍÏÇÌÏ ÂÙ

×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÇÒÕ�� SU(p; q).
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ËÌÁÓÓ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ A = (

a b

 d

)



"

1
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" 0
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";Æ

2

f�1; 1g
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) trA = 2" & Æ(� b) > 0
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℄0; 2�[ nf�g

�

os� � sin�

sin� os�

�

trA = 2 os� &  sin� > 0



�

4

R n [�1; 1℄

�

� 0

0 �

�1

�

trA = �+ �

�1

�ÁÂÌÉ�Á 1. ëÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ × SL

2

(R). äÌÑ 

";Æ

2

(ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, 

�

2

) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Æ(� b) > 0 , (Æ > 0

ÉÌÉ Æb < 0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,  sin� > 0 , b sin� < 0)

2. ëÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ G = SL

2

(R). ëÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ × G ÔÁËÉÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉ�Å 1.

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ [5, x2℄.

íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. äÌÑ

~x = (x

1

; x

2

) É ~y = (y

1

; y

2

) �ÏÌÏÖÉÍ ~x ^ ~y = x

1

y

2

� x

2

y

1

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ A 2 G n fI;�Ig É 0 < � < �. �ÏÇÄÁ:

(a). A 2 

";Æ

2

, "; Æ = �1, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ trA = 2" É Æ~x ^A~x � 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ~x 2 R

2

;

(b). A 2 

�

2

ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ trA = 2 os� É ~x ^A~x > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ~x 2 R

2

. �

ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÉÄÁ 

:::

i

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 

i

(i = 1; 2; 3; 4). äÌÑ X � G
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äÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ j (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Ó ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎ�Á), ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ℄0; 2�[nf�g,
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j
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. åÓÌÉ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ j ÅÓÔØ �℄0 : : : � ÉÌÉ �℄� : : : �, ÔÏ �℄ : : : �
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(R) 3

ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 

h[0;�℄

3

= 
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. ðÕÓÔØ
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[ 

℄0;�[

3

:

3. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ

�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. (a). äÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × G

+

(ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ

3.2), ÉÈ �Ï�ÁÒÎÙÅ É ÔÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉ�ÁÈ 2 É 3; ÎÁ

ÒÉÓ. 1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ 

3

, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I.

(b). ðÕÓÔØ 0 < �; �; ; Æ < �. �ÏÇÄÁ:
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�ÒÉ �+ � � �;



+�

2



+�

2



�

3



�

3

= fIg
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Æ

3
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�ÒÉ � < �+ � +  + Æ < 3�;

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ 

�

3



�

3





3



+�

2

ÔÁËÉÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉ�Å 3, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × G

+

, ÄÁÀÔ ×ÓÀ ÇÒÕ��Õ G.

(). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× | ×ÓÑ ÇÒÕ��Á G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÔÁÂÌÉ�Ù 1, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ  ÌÉÂÏ

 � G

+

, ÌÉÂÏ � � G

+

. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ G

+

.

ðÕÓÔØ

~

G = PSL

2

(R). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚ ×

~

G ËÌÁÓÓÁ 

:::

i

ÞÅÒÅÚ

~



:::

i

.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. (a). éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
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(ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ×

~

G ÓÍ. × ÔÁÂÌÉ�Å 2).

(b). ðÕÓÔØ 0 < �; �;  < �. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó
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G n f
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(�ÒÉ � < �+ � +  < 2�):

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒÅÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× | ×ÓÑ ÇÒÕ��Á

~

G.

(). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ | ×ÓÑ

ÇÒÕ��Á

~

G.
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�ÁÂÌÉ�Á 2. ä×ÏÊÎÙÅ É ÔÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎ-

ÎÏÓÔÉ × SL

2

(R) (�.� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÓÍ. ÄÒÕÇÉÅ ÑÞÅÊËÉ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù�).

úÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×: 0 < �; �;  < � É �; �; � > 1.

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ �; �;  
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�+ � +  = 2� fIg [ 

h[�;2�℄i

3
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f�Ig [ 
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�



G n f�Ig G

�ÁÂÌÉ�Á 3. �ÒÏÊÎÙÅ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÅÔ×ÅÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓ-

ÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ × SL

2

(R), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ 

�

3



�

3





3

�ÒÉ 0 < �; �;  < �.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. n(

~

G) = en(

~

G) = 4 (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ [9℄).
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0 π
α

β

0
π

π 2π
α

β

π
2π

γ γ

òÉÓ. 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á

�

(�; �; ) 2 ( ℄0; 2�[ n f�g)

3

j I 2 

�

3



�

3





3

	

É

�

(�; �; ) 2 ( ℄� �; �[ n f0g)

3

j I 2 

�

3



�

3





3

	

.

4. úÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ×

ðÕÓÔØ � | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ × (1); ÓÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 4.1. a). SU(1; 1) = f

�

a b

�

b �a

�

j a; b 2 C ; a�a � b

�

b = 1g.

b). �(

�

3

) ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù

�

� 0

0

�

�

�

, ÇÄÅ � = e

�i

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A =

�

a b

 d

�

, ad � b = 1. �ÏÇÄÁ A 2 SU(1; 1) ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ

ÅÓÌÉ A

�

J = JA

�1

. ðÒÉ ÜÔÏÍ:

A

�

J =

�

�a �

�

b

�

d

�

�

1 0

0 �1

�

=

�

�a ��

�

b �

�

d

�

; JA

�1

=

�

1 0

0 �1

��

d �b

� a

�

=

�

d �b

 �a

�

: �

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ A 2 

[0;�℄

3

É B 2 

+

4

. �ÏÇÄÁ AB 62 

[�;2�℄

3

[ fI;�Ig ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ

ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÌÅÖÁÔ × 

2

É ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÍÁÔÒÉ�Ù B, ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÀÝÉÊÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ A. õÓÌÏ×ÉÅ B 2 

+

4

×ÌÅÞÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v ^Av � 0.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, v^Av 6= 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ v ÎÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÌÑ A. ðÏÜÔÏÍÕ v^ABv =

�v ^ Av > 0, É ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1. �

ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ 0 < �; � < �. �ÏÇÄÁ:

(a). ftr(AB) jA 2 

�

3

; B 2 

�

3

g = ℄�1; 2 os(�+ �)℄;

(b). åÓÌÉ A 2 

�

3

, B 2 

�

3

É tr(AB) = 2 os(�+ �), ÔÏ AB 2 

�+�

3

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A 2 

�

3

É B 2 

�

3

. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4.1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

�(A) =

�

� 0

0

�

�

�

É �(B) = Q

�

� 0

0 ��

�

Q

�1

�ÒÉ � = e

�i

, � = e

�i

É Q =

�

a b

�

b �a

�

�ÒÉ a�a�b

�

b = 1.
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�ÏÇÄÁ

tr(AB) = (��+

�

���)a�a� (���+

�

��)b

�

b = 2(1 + b

�

b) os(�+ �)� 2b

�

b os(�� �)

= 2 os(�+ �)� 4b

�

b sin� sin �;

ÉÚ ÞÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �

ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ 0 < � < �. �ÏÇÄÁ ftr(AB) jA 2 

�

3

; B 2 

++

2

g = ℄ �1; 2 os�[ É

ftr(AB) jA 2 

�

3

; B 2 

+�

2

g = ℄2 os�;1[.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A 2 

�

3

É B 2 

+�

2

. æÉËÓÉÒÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÉÎ×Á-

ÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, É ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (e

1

; e

2

) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ B. ÷ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ

ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: A

0

=

�

os� � sin�

sin� os�

�

É B

0

=

�

1 0

�p 1

�

,

ÇÄÅ p > 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, trA

0

B

0

= 2 os�� p sin�. �

ìÅÍÍÁ 4.5. ftr(AB) jA;B 2 

++

2

g = ftr(AB) jA;B 2 

+�

2

g = ℄�1; 2℄ É ftr(AB) jA 2



++

2

; B 2 

+�

2

g = [2; 1[.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ A;B 2 

++

2

(ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). ðÕÓÔØ A =

�

1 0

1 1

�

É B =

�

a b

 d

�

2 

++

2

. �ÏÇÄÁ b � 0 (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ

1) É trAB = a + b + d = b + trB = b + 2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, b ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ

ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å B ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ B

1

=

�

1 b

0 1

�

(b < 0) ÉÌÉ B

2

= A. �

ìÅÍÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ A 2 

4

. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t

1

; t

2

2 R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù B;C 2 G

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ trB = t

1

, trC = t

2

É AB = C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = diag(�; �

�1

), j�j > 1.

ðÕÓÔØ B =

�

a b

 d

�

. �ÏÇÄÁ trB = a+d É trAB = �a+�

�1

d. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ

a É d ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ a+ d = t

1

, �a+ �

�1

d = t

2

, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÔÉ b É  ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

b = ad� 1. �

5. ä×ÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ

ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ 0 < �; � < �. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

�

3



�

3

ÔÁËÏÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×

ÔÁÂÌÉ�Å 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A 2 

�

3

, B 2 

�

3

, É �ÕÓÔØ C = AB.

éÚ ÌÅÍÍÙ 4.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ trC ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÌÉÛØ

�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÌÅÄÏÍ.

ðÒÉ C 2 

4

ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.

óÌÕÞÁÊ 1. �+ � < �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C 62 f�Ig.

óÌÕÞÁÊ 1.1. C 2 

";Æ

2

, "; Æ = �1. �ÏÇÄÁ " = �1 �Ï ÌÅÍÍÅ 4.3, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Æ 6= �1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Æ = �1, Ô. Å. C 2 

��

2

. ðÏÓËÏÌØËÕ

B = (�A

�1

)(�C), �ÒÉÞÅÍ �A

�1

2 

���

3

É �C 2 

++

2

, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ

2 os� = trB < tr(�A

�1

) = 2 os(���), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �+� < �.
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óÌÕÞÁÊ 1.2. C 2 

3

. ðÕÓÔØ C 2 



3

,  2 ℄0; 2�[ n f�g. �ÏÇÄÁ ÌÅÍÍÁ 4.3 ÄÁÅÔ

os  =

1

2

trC � os(�+ �), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

 � �+ �: (2)

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ  > �.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ  > �. âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � � �. íÙ

ÉÍÅÅÍ (�A

�1

)(�C) = B, �ÒÉÞÅÍ �A

�1

2 

���

3

, �C 2 

��

3

. ïÂÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � � � É

 � � ÌÅÖÁÔ × ℄0; �[. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÍÍÁ 4.3, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë �A

�1

, �C É B, ÄÁÅÔ

os � =

1

2

trB � os((���)+(��)) = os(��). ÷ÍÅÓÔÅ Ó (2), ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÌÅÞÅÔ

 � � � 2� � �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,  � 2� + �� �, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ

� � � É  < 2�.

óÌÕÞÁÊ 2. �+ � = �. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.3.

óÌÕÞÁÊ 3. � + � > �. �ÏÇÄÁ C

�1

= (�B

�1

)(�A

�1

), �ÒÉÞÅÍ �B

�1

2 

���

3

, �A

�1

2



���

3

É (� � �) + (� � �) 2 ℄0; �[, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ 1. �

ìÅÍÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ 0 < � < �. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

�

3



+�

2

ÔÁËÏÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×

ÔÁÂÌÉ�Å 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 4.4 É 4.2. �

ìÅÍÍÁ 5.3. 

++

2



++

2

, 

++

2



+�

2

É 

+�

2



+�

2

ÔÁËÉÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉ�Å 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 

++

2



++

2

ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ×ÉÄ �Ï ÌÅÍÍÁÍ 4.5 É 4.2. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ



+�

2



+�

2

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ 

++

2



++

2

�ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ 

++

2



+�

2

×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.5 É ÉÚ ÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ

�

1 0

1 1

��

1 0

�t 1

�

ÌÅÖÉÔ × 

++

2

, fIg ÉÌÉ



+�

2

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ 1� t. �

ìÅÍÍÁ 5.4. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

�

4

Ó ÌÀÂÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×

ÔÁÂÌÉ�Å 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � > 1, É �ÕÓÔØ |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÔÏ, ÞÅÍÕ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

�

4

 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÁÂÌÉ�Å 2.

�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ 

�

4

 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × X, ÌÉÂÏ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, ÌÉÂÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.2. äÏËÁ-

ÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A 2 

�

4

, B

0

2  É C

0

2 X. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÔØ,

ÞÔÏ B

0

; C

0

6= �I (ÉÎÁÞÅ ×ÓÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ). ðÏÌÏÖÉÍ t

1

= trB

0

É t

2

= trC

0

. ðÏ ÌÅÍÍÅ

4.6 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù B É C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ trB = t

1

, trC = t

2

É AB = C. ðÅ-

ÒÅÈÏÄÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ B � B

0

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A

�1

� A). éÚ trC = trC

0

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ ÌÉÂÏ C

0

, ÌÉÂÏ

C

�1

0

. ïÄÎÁËÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ×

X (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ 2), ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �

÷ÓÅ Ä×ÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ × ÌÅÍÍÁÈ 5.1{5.4. úÎÁÑ ÉÈ, ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ÔÒÏÊÎÙÅ É ÞÅÔ×ÅÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÍ. ÎÉÖÅ.
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6. �ÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ

÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:



++

2



++

2



++

2

= 

[0;�℄i

3



++

2

=

�



℄0;�[

3

[ 

++

2

[ �

+�

2

[ �

+

4

�



++

2

= 

℄0;�℄i

3

[ 

[0;�℄i

3

[ �

+

4

[ �

h[0;�℄i

3

= fIg



;



++

2



++

2



+�

2

= 

[0;�℄i

3



+�

2

=

�



℄0;�[

3

[ 

++

2

[ �

+�

2

[ �

+

4

�



+�

2

= 

h[0;�[

3

[ 

+

4

[ �

h[�;2�℄

3

[ �

h[�;2�℄i

3

=

�

f�Ig [ 

[�;2�[

3

�



;



�

3



++

2



++

2

= 

℄�;�℄i

3



++

2

=

�



℄�;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�



++

2

= 

℄�;�℄i

3

[ �

+

4

[ �

h[0;�℄i

3

=

�

fIg [ 

[0;�℄

3

�



;



�

3



++

2



+�

2

= 

℄�;�℄i

3



+�

2

=

�



℄�;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�



+�

2

= 

h[0;�[

3

[ �

h[�;2�℄

3

[ �

h[�;2�℄i

3

= 

h[0;�℄i

3

;



�

4



++

2



++

2

= 

�

4



[0;�℄i

3

= 

�

4

�



[0;�℄

3

[ �

4

�

= 

h[0;�℄i

3

[ �f�Ig



= fIg



;



�

4



++

2



+�

2

= 

�

4



+

4

= 

�

4

�



+

4

[ h�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × 

4



i

�

= f�Ig



;



�

4



�

3



++

2

= 

�

4



℄�;�℄i

3

= 

�

4

�

� 

+

4

[ h�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × 

4



i

�

= fIg



;



�

4



�

3



�

3

= 

�

4

�

� 

+

4

[ h�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × 

4



i

�

= fIg



;



�

4



�

4

 = G ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ :

åÓÌÉ �+ � < �, ÔÏ



�

3



�

3



++

2

= 

[�+�;�℄i

3



++

2

=

�



[�+�;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�



++

2

= 

℄�+�;�℄i

3

[ �

+

4

[ �

h[0;�℄i

3

=

�

fIg [ 

[0;�+�℄

3

�



:

åÓÌÉ �+ � = �, ÔÏ



�

3



�

3



++

2

=

�

f�Ig [ �

+

4

�



++

2

= �

++

2

[ �

h[0;�℄i

3

= 

h[�;2�℄i

3

:

åÓÌÉ �+ � > �, ÔÏ



�

3



�

3



++

2

= 

h[�;�+�℄

3



++

2

=

�

� 

℄0;�+���[

3

[ �

++

2

[ �

+

4

�



++

2

= �

℄0;�℄i

3

[ �

[0;�℄i

3

[ �

h[0;�℄i

3

= 

h[�;2�℄i

3

:
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åÓÌÉ �+ � +  < �, ÔÏ



�

3



�

3





3

= 

[�+�;�℄i

3





3

=

�



[�+�;��[

3

[ 

��

3

[ 

℄��;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�





3

= 

[�+�+℄i

3

[ (f�Ig [ �

+

4

) [ 

h[�;�+[

3

[ �

h[0;[

3

[ �

h[0;�℄i

3

=

�

fIg [ 

[0;�+�+[

3

�



:

åÓÌÉ �+ � +  = �, ÔÏ



�

3



�

3





3

= 

[�+�;�℄i

3





3

=

�



�+�

3

[ 

℄�+�;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�





3

= (f�Ig [ 

�

4

) [ 

h[�;�+[

3

[ �

h[0;[

3

[ �

h[0;�℄i

3

= f�Ig [ 

h[�;2�℄i

3

:

åÓÌÉ � < �+ � +  < 2� É �+ � < �, ÔÏ



�

3



�

3





3

= 

[�+�;�℄i

3





3

=

�



[�+�;�[

3

[ �

+�

2

[ �

+

4

�





3

= 

h[�;�+[

3

[ �

h[0;[

3

[ �

h[0;�℄i

3

= 

h[�;2�℄i

3

:

åÓÌÉ � < �+ � +  < 2� É �+ � = �, ÔÏ



�

3



�

3





3

=

�

f�Ig [ �

+

4

�





3

= �



3

[ �

h[0;�℄i

3

= 

h[�;2�℄i

3

:

÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÜÔÉÍ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÂÒÁÔÎÙÍ

ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, É ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ÍÅÎÑÑ ÚÎÁË. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ � < �+ � +  < 2� É �+ � > �,

ÔÏ

� < (� � �) + (� � �) + (� � ) < 2�; (� � �) + (� � �) < �;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,



�

3



�

3





3

= (�

���

3

)

�1

(�

���

3

)

�1

(�

��

3

)

�1

=

�

� 

h[�;2�℄i

3

�

�1

= 

h[�;2�℄i

3

:

7. þÅÔ×ÅÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1

ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÔÁÂÌÉ�Ù 2, ÌÀÂÏÅ ÔÒÏÊÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ-

�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 

4

, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

4

Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ fI;�Ig



. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅÓËÁ-

ÌÑÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÌÅÖÁÔ ÌÉ × ÎÅÍ I É �I. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÞÔÏÂÙ

×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ �I × X, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÌÁÓ-

ÓÏ×, ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ËÌÁÓÓ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ X := 

�

3



�

3





3



++

2

= f�Ig



�ÒÉ �+�+ = � (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ 3).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

�



++

2

�

�1

= 

+�

2

2 

�

3



�

3





3

= f�Ig [ 

h[�;2�℄i

3

; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ I 2 X;

�

�



++

2

�

�1

= 

�+

2

62 

�

3



�

3





3

= f�Ig [ 

h[�;2�℄i

3

; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �I 62 X:
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÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÒÕÇÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 

�

3



�

3





3



Æ

3

, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ �ÏËÁ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ � + � +  + Æ � 2�,

ÔÁË ËÁË ÄÒÕÇÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÌÅÖÉÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [2�; 4�[, ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë

ÜÔÏÍÕ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ. ðÕÓÔØ Y = 

�

3



�

3





3

. �ÏÇÄÁ

Y =

8

>

>

<

>

>

:

�

fIg [ 

[0;�+�+[

3

�



; �+ � +  < �;

f�Ig [ 

h[�;2�℄i

3

; �+ � +  = �;



h[�;2�℄i

3

; �+ � +  > �:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�



Æ

3

�

�1

= �

��Æ

3

2 Y , ÏÔËÕÄÁ I 2 X, Á �ÏÓËÏÌØËÕ �

�



Æ

3

�

�1

= 

��Æ

3

, ÍÙ

�ÏÌÕÞÁÅÍ

�I 2 X , 

��Æ

3

2 Y , � � Æ 62 ℄0; �+ � + [ , � � Æ � �+ � + ;

ÏÔËÕÄÁ X = G �ÒÉ �+ � +  + Æ � � É X = f�Ig



�ÒÉ � < �+ � +  + Æ � 2�.
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