UNIFORMITE DE LA DISTORTION DE SWIATEK POUR LES
FAMILLES COMPACTES DE PRODUITS DE BLASCHKE

M.R. HERMAN

Note du transcripteur : ce document fait suite a Conjugaison quasi symétrique des
homéomorphismes analytiques du cercle a des rotations [H]. Herman I'a écrit peu apres
[H] et tout comme ce dernier, il s'agissait d'une version préliminaire. Aussi je me suis
permis d’'ajouter quelques notes en fin de document pour en faciliter la lecture. Voici un
petit résumé du présent article : dans [H], Herman démontre qu'un homéomorphisme
analytique du cercle avec nombre de rotation de type constant est conjugué a la rotation
par une application quasisymétrique. Ici, il démontre que pour des familles compactes
de produits de Blaschke de degré borné, induisant sur le cercle des homéomorphismes
a nombre de rotation fixé, la constante de quasisymétrie est majorée.

0. Introduction

On se propose de montrer que, si (g;)i;en est une suite de fractions rationnelles,
qui induisent sur S' des homéomorphismes préservant ’orientation, qui convergent
sur un voisinage de S!, alors (théoréme

sup SD(gi) < +oo

(: désigne un relevement a R et SD(g;) la distortion de Swiatek de g; définie .
Swiatek a montré [S] que pour tout 4

SD(g;) < +o0.

Il faut montrer I'uniformité sur 7. La principale difficulté est au voisinage des points
critiques : plusieurs points critiques dans le complexe peuvent tendre vers un point.

Il faut d’abord montrer que la distortion des birapports reste bornée méme si
plusieurs points critiques convergent dans C vers un méme point de S'. C’est
Pobjet des 4l et [5[ (I'idée de la démonstration de m’a été communiquée par J.C.
Yoccoz en 1987). Le §3[sert & réduire le probleme a un probléme local.

Il faut ensuite montrer que la distortion de Swigxtek reste bornée, localement
au voisinage de points critiques, méme si plusieurs viennent se confondre. C’est
l'objet du Les intervalles ou la dérivée Schwarzienne est < 0 ne posent pas de
problemes. Ce qui fait tout marcher c’est que la variation totale de log Dg; reste
bornée sur les intervalles ou S(g;) > 0. Si le théoréme §2| est vrai on doit pouvoir
le démontrer. C’est plus facile a dire qu’a faire si on veut éviter des problemes
combinatoires insortabled!]

Nous reprenons les notations de [H] et aux paragraphes [5| et nous indiquons
seulement les changements qu’il faut faire pour conclure.

1. On se donne une suite (g;);en de fractions rationnelles de Blaschke vérifiant
° 9i|s1 est un homéomorphisme préservant I’orientation ;

INdt : inextricables ?
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o degré(g;) =d; < d < 400
e (g;) converge uniformément sur {1 —e< |zl <1+ 5} vers g, ou € > 0 est
donné. 9|<;1 est nécessairement un homéomorphisme.

2. Théoreme. On a

sup SD(g;) < 400
€N

ot SD désigne la distortion de gwigtek du relévement g; de g; au revétement uni-

27i
versel R, R =— S', de S'. (Pour la définition de SD(g;) voir §9).
La démonstration se trouve au

2.1. Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer la conclusion du théoréme si
on extrait une sous-suite (g;, ), 0 < ix < ix41 de la suite g;.

Swi@tek a démontré que pour tout i, SD(g;) < +oo. Il faut montrer une unifor-
mité, on peut toujours supposer i > ky.

2.2. Remarquons.
1. Par les inégalités de Cauchy, g; — ¢ en topologie C*°.

2. g; a au plus 2d — 2 points critiques E(lj), ceey Ez(jj).

3.1. Quitte & extraire une sous suite (g;,) de la suite (g;), on peut supposer que
les points critiques (Egl))lgqu de (g:,)r peuvent étre séparés en n + 1 ensembles
disjoints I; C {1,...,q}

11H~-~Hln+1:{1,...,q}

ou Card(I;) est indépendant de j et vérifiant :

32. 8ijel, et 1 #n+1, alors, si k — 400,
(k)

1
c; " — 2, €S

avec zq, # Zg, POUr q1 # Q2.

3.3. Sij € I,
distance(’c(jk),Sl) =6, >0

pour un §; > 0 indépendant de .

3.4. Pour toutﬂ d2 > 0, on peut trouver kg € N tel que si k > ko, alorsE| les disques
{|z = 2q,| <202}, 1 =1,...,n sont disjoints et E;k) € {lz— zq| < 82/2} Vj € I,.

et [3.4] impliquent en utilisant le théoréme de Rouché

3.5 min min Dg; (2)| =63 >0
(3.5) k>ko zgSl—U;L{\z—zq1|<52}| gin )| 3
ou d3 dépend de d et 43 — 0 si do — 0.

2Ndt : suffisamment petit
3Ndt : On pourra consulter I'illustration en fin d'article.
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3.6. En utilisanten supposant que 0 < d2 < 85 pour j = 1,...,n on peut trouver
des transformations de Mobius hy, ..., h, ne dépendant que de &} vérifiant :

hj(z;) =0, hj:S' — {1 point} — R
et pour tout 8 < &%, h; est difféomorphisme de {|z — z;| < 205, |2| = 1} sur
[—34, 3] on 6 dépend de ds,
(3.6.1) §—0 si 8 — 0.
De plus, on peut supposer que

hj({|z_zj| < 2, |Z| = 1}) C [_5’5]'

3.7. Pour 1 <7 < n,r €N, soit A\.x €S tel que A\, xgi, (2,) = 2.

~(k)

En supposant que ¢4 est assez petit pour k > ki puisque ¢;’ —zrona

(3.8) ek * Gi, ({|z — zp] <269, |2| = 1}) C{lz — 2| <209, |2] =1}
On déﬁnit@ fr = hro (Mg - gi,) © Y, qui vérifie, pour k > sup(ko, k1),
(3.9) fe([=30,30]) CR;

(3.10) fr est un homéomorphisme C°° sur son image convergeant en topologie
C* vers un homéomorphisme f : [—34, 36] — son image.

De plus, la suite (fi) vérifie les conditions suivantes :

3.11.
ll l2

j=1 j=1

ou gj, pj sont des entiers > 0, indépendants de &,

l1, I sont des entiers > 0, indépendants de k et vérifiant I; + Iy > 1, c;k) € [-4,0],
k

b\ € [-4,0),

()

g > 0,
C§-k) 0, b;k) 0, €§_k) — 0, si k — +o0,
et la suite

(log ¢x)r : @ € [—36,30] +— log ¢x ()
est bornée en topologie C> (C? suffira dans la suite) si k — +o0o (cela suit de
en utilisant le théoréme de Rouché).
Les suites (fx), (o), c(k), ..., dépendent de » = 1,...,n ; nous allons sup-

J
primer cette dépendance et considérer abstraitement une suite (fi)rp>k, vérifiant

les conditions (3.9) & que nous avons énoncées ci-dessus.

41.Sile £y = {(a7b,c) eR, a<b<c} on pose

N b—a

b(l) =

cC—a

4Ndt : Notez que ce n'est plus une dynamique. Les et |5 étudient en effet la distortion du
birapport sous une seule itérée de gy.

5Ndt : Une raison pour laquelle Herman a préféré ce changement de variables 3 I'application z —
€2i™% est qu'il a majoré la distortion de éwiatek de fx en fonction entre autres du nombre d’intervalles
ol la Schwarzienne S fj, est positive ou nulle, nombre qu'il a majoré en fonction du nombre de zéros de
la dérivée Schwarzienne. Avec sa définition, fi reste une fraction rationnelle, et de méme degré que
f, d’ol une borne sur le nombre de zéros de S fi,. Mais ce n’est pas la le point essentiel.
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et si f: K — R est un homéomorphisme sur son image, ou K est un intervalle

compact, on pose
b
|flDy,x = _sup (ZZC(A))
lely ( )
[a,c] C K

4.2. Proposition. On a
S‘ip | fr] Dy [—35,35) < +00

fu(@) = u(®) a-c < +o00.

= sup sup
k —36<a<b<c<3s a—1>b fu(a) = fr(c)

4.3. Démonstation. (L’idée de la démonstration m’a été communiquée par J.C.

Yoccoz en 1987).

c_(ik)fsg c§k>+53
| | | 74 ] | V4 74 ] | |
T T T T d T T Zd d T T
—36 a T b b+s3 Yk (:E.k) c 30
On pose
c—b=s, b—a=s;.
On peut supposer que
s
s1 < <
2
(ce que nous ferons dans la suite) puisque
S . .
s$1 = 5 implique

fe(a) = fr(b) a—c < s1+s <3
a=b  frla) = fi(c) 51
On pose s3 = m, ou Iy, Iy sont les entiers définis en |3.11

On pose

l2

WF=1b,c] — {]b, b+s3| U( O Jch — s3,¢F + 53[) U ( U Jbh — 53,05 + 83[):|

i=1 =t
On a b
W < Dfy(zx)
ou
Dfi(x) = sup Dfr(z).
z€la,b]
_ 1 ¢ 1
) Sl)) 5 L | phiwis > = [ Dhwi
1

> DR [ 1dy

> ka(yk)88/2

ot D fy.(yx) = yéréivn D f(y).

(k)

I1 suffit de montrer

(“44) k Dfr(yr)
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On a par 3.17]

(4.5) sup log (qjk (ze)
k

Or(yk)
On pose p j(z) = |z —cgk)| et Qr,j(z) = (x— bgk))2 + (Egk))z. Pour avoircomme

Dfi(er)  dulan) v (Prs@n) > B [ Qi) )
Dfe(yr)  ox(yr) H (pk,j(yk)> H ( )

Qi (Yr)
il suffit, par [{.5, de montrer

><—|—oo.

Jj=1 Jj=1

(4.6) supw < 400 ;
ik Pr.j(Yr)
Qrj (k)
4.7 sup ————~ < +00.
o P Q)
On suppose
(4.8) c§k) <z et bg»]f) < k.
Puisque
k
p =P <y — )
k k
o =571 < e — b5
on a
Prj(Te) .
Pi,j (Yk) ’
Qg (Th) < 1
Qr.jr (Yr)
Si j vérifie
(4.9) o < <b, oz <l <o
On a
k
(4.10) [k — c(;k))‘ <8/2;
lyp —c; | > T0ThTD = 53 (cf. 1a définition de W) ;
et donc
Pry(@h) 2l + 1o+ 1).
Pr.j (Yk)

On a les mémes inégalités que en remplagant cg.k) par b;lf) d’ou
2 (k)2
Qk,j(wr) < T+ (Ej’ )
Qr,5 (k)

et on conclut en utilisant

= Uk -
2 Iz~ Wk
UL T (5j’ )

Uk,j — 1 S 4(11 + lg + 1)2

On considere finalement les j tels que

(4.11) b<c? <ol
Alors
k
w2 - < oo
' e — &7 > s =55 cf. la définition de W)
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et on a les mémes inégalités m en remplacant cgk) par bg-]f). On conclut

Peslf) G, 41y 41)
Pr.j (Yr)
Q. (x1) 2
’ < 36(li+1l+1)2+1.
Q. (yk)
et épuisent tous les cas et on a bien montré [4.6 et [£.7] [ |

4.13. En changeant  en —x on obtient :
Proposition. On a

wp s D@ B d-b
k —35<b<c<d<3s d—c fk(d) - fk(b)

< +00.

5.1. On se place avec les hypotheses de On suppose que h : K1 — K et
g : K — K5 sont des homéomorphismes bi-lipschitziens. Alors

(5.2) lgo foh|p, k, <Lip(g)Lip(g~")Lip(h) Lip(h™")|f|py k-

5.3. Soit g;, la suite relevée.
Proposition. On (ﬂ

sup sup D(l,g;, ) < +o0.
k lely

5.4. Démonstration. Par [2.2]
(5.5) sip 1D, ||co < +o0.
On a (g;) converge uniformément vers g € D(T!) et donc
1

(5.6) g; ! converge uniformément vers g~ '.

Soit € > 0,1 = (a,b,c) € L1, c—a > ¢, alors

~ ~ S
(1,9:) <Dy ”COgi(c)—gi(a)

et donc en utilisant et pour tout € > 0 fixe

(5.5bis) sup sup D(l,9;) < Hoo.
i le Ly
c—aZ=e¢

Au voisinage des points critiques, on utilise [5.1] et La démonstration
de la proposition 2, §6 de [H] s’applique sans changement en utilisant et et,
permet d’obtenir une uniformité et de conclure. |

On obtient par les mémes arguments en utilisant §6 de [H] :
5.6bis. Proposition. On a

supsup D(1, g, ) < 400 ;
kLo
ce qui implique avec [5.3]

supsup D(1,g;,) < +oo.
kL

ONdt : Voir les notes situées aprés la bibliographie pour la définition de D(l,g;, ).
"Ndt : en effet on passe de g;, a fj par un changement de variable (exponentielle puis m&bius)
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6.1. Si f:[—36,30] — R est homéomorphismeﬁ sur son image de classe C¥ (f peut
avoir des points critiques). Soit C(f) = {z € [-36,36], Df(z) = 0}. On définit
sur [—36,30] — C(f) la dérivée Schwarzienne de f
1 2
S(f) = D*1og Df - 5 (Dlog Df ) .

L’ensemble A = {z, S(f)(z) > 0} est compact dans [—38,36] et inclus dans
[~36,30] - C(f).

6.2. On suppose que A # &. On peut écrire

P
A=A
j=1
ou A; est un intervalle compact A, N A, = & si ji1 # jo.

6.3. Si f est une fraction rationnelle de degré < d alors S(f) est une fraction
rationnelle de degré <2(3d — 2) et donc p < 2(3d — 2) + 1E|

6.4. Sur chaque A; on a D?log D f(x) > 0six € Int(A;) et donc log D f est conveze
sur Aj.

6.5. Sin:Aj; — R est une fonction, on pose
()ASjC(U) = Irgxn(iv) ~ min n().

Si (n:)1<i<i est une suite finie de fonctions sur A; on a
l

l
%S?C(Zl: n:) < ), Osc(m)

1 J

6.6. Puisque log D f est convexe sur A; on a
Vara (log Df) <2 OAs_c(log Df)

et
P

loeDf) <2 log D

Vara(log Df) <2} _ Osc(log Df)
=

ou Varp désigne la variation totale sur A.

=

6.7. On suppose que

I 12
(6.8) Df(x) = ¢(a) [] Pi(2)* [] Qi ()

Pi(x) = |z — ¢l ¢j €[=6,0];

Qj(x) = (z—b;)*+¢5, bje[—00;

p; € N et les €5 sont petits, €; > 0, et [y +1 > 1
On a

(6.9)  D’logDf(x) = D*logd(x) Z +Z2 . xfﬁ)

8Ndt : croissant
9Ndt : on peut améliorer ces bornes
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Soit
(6.10) S e (@ - bj)z
((z —bj)? +¢7)?

qui vérifie

(6.11) (I)](l‘)ZO — \x—bj| Ssj.
(6.12) sup, ®;(x) = E%
(6.14) d(z) < —% (x_lbj)Q, si |z — bj| > 2e;.
Soit g > 0 alors il existe C'(q) > 0 tel que
(6.15) 2.5 (log Q) < Olg) =log(L + 7).
(En effet

_b.2 62-
1 <(aj ]) + ;<1+(]2
L+¢* = (y—bj)?+¢;
si [z —bj| < qej et |y —bj| < gej.)

6.16. On suppose que 6; est petit et D?log ¢ est borné indépendamment de § < 6;.
Comme Iy + I3 > 1 on a (en utilisant (6.14))

P l2
1 j=1

6.18. On considere les points b; +10¢; inclus dans Aj. Ces points avec les extrémités
de Ay découpent Ay en au plus 2[5 + 1 intervalles

P2
U IF = Ay
i=1

Int(IF) NInt(IF) = @, si iy # iz. Par (6.17)
(6.19) Int(IF) N {|z — b;| < 10¢;} # @

pour au moins un j > 1.

6.20. Lemme. Si on suppose alors
IF c {]z — bj| < 10g; }.

Démonstration. Int(IF) N {|z —b;| < 10¢;} est fermé dans Int(IfF). Il est ouvert car
par le choix des extrémités de IF,

Int(IF) N {|z — b;| < 10e;} = Int(IF) N {|= — b;| < 10g;}
et on conclut en utilisant (6.19)). |

La proposition essentielle par la suite est la suivante.

6.21. Proposition. On supposﬂ quely =21, >0 et

(6.22) sup <| log ¢(z)|, ’Dlog ¢(x)|, }Dz log qb(x)’) =w< e L
—36<x<30

10Ndt : Le 6.13 a été supprimé.
LINdt : On se place dans les hypothéses de
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I existe 61 >0, 0 < g9 < &’ tels que si 0 < § < 01, sup; €5 < g alors
Var (log Df) < 2Osc(log ¢) + C
1! I!

ot C' est une constante indépendante de c;, bj/, I
lyetp;, 1 <j<la.

k ej et dépendant seulement de

6.23. Démonstration. D’aprésetil suffit de borner Ogc(log Q) et Ogc(log P;),
1! 1!

1< j<lg, 1< 7 <li. On peut supposer, si 01 est assez petit, que [6.16 est vérifié
sid < 6.

6.24. En utilisant [6.20] on peut trouver un entier v > 1 tel que
If c {|lz — b, < 10e, }
et
gj =g, siIF C {|z —bj| < 10g;}.
On considere les
(6.25) Jj tels que €5 > €,.

On veut majorer Ogc(log @;)- On considere 2 cas :
I;

1. |bj —by| < 20e, (on permet j = v).

On a
Izk C [bj — CQEj,bj + CQEj]
30¢e, . .
ou ¢y < c < 30 et on applique [6.15| pour obtenir
€5
(6.26) Olgc(log Q;) <log(l+c3).

2. |b; —by| > 20e,.
On a, si z,y € [ug,uz] = IF

)

b — x| < |bj —b,| +10e, < 3|b; — b, | ;
62600 by~ al < [b; ~ b 2o — by
|b; —y| = |bj — by| — 10, > £]b; — b, |
6.27. Lemme. Soient c3 >0, ¢4 >0, x #0 et € > 0 alors
inf(1,c5/cq) < P(x) = % < sup(l, cs/cq).
Démonstration.
Soit 0 < k < 1 avec ke < ca, alors kw( z) < £
Soit 0 < k < 1 avec key < c3, alors £¢(z) > k. |
Il suit que, si z,y € IF, en utilisant |6.26bis
(6.28) 1 Q) <9 < Osc(logQ;) < log9.
9~ Q;(y) IF
On considere les
(6.29) J tels que g5 < €,.

On a par la définition de v en et
Int(7F) N [b; — 10e,b; + 10¢;] = @
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On peut supposer qu’on a la figure suivante quitte & changer l'orientation (on permet
a priori ug = b; — 10¢;)

Ik b;—10¢; b;j+10¢;
K2

] ] ] ] ]
T T T T T

Par 4 59 612 et 514 s » < 1]
‘ 2 p, 2 1
< D*log D < D?1 22a by 2

0 og Df(x) sup D log () + 2 TACIRE

l2
2 1
1 2§ P o —
( + - pJ )/‘C:y 25 (l’—bj)2

<
et donc
|z —b;| > csen

ou c¢5 est une constante.
On en déduit en utilisant |u; — usz| < 20e,

Osclog |z — b;| < ¢
zel}

et on conclut en utilisant [6.27]

(6.30) Osc(log Q) < ¢7
Iy

oll ¢g et ¢7 sont des constantes dépendant seulement de (p;)1<i<i,-
La méme démonstration que ci-dessus montre, que si x € If ,
|z —¢j| = cioen
d’ou
Osc (log |z —¢;]) < g ;
welf ( g| J D =
ce qui implique pour tout j, 1< 7 <y,
(6.31) Osc(log P;) < cs
Ik

ol ¢7 et cg ne dépendent que de (p;)1<i<i,- La proposition suit en utilisant
[6-26] [6-28] [6.30] et [6.51] |

Il résulte de que si 6 < 01 et sup,€; < €o
7. Corollaire. On d7
Vara(log Df) < 2Vara (log ¢) + (212 + 1)pC
ot p est Uentier défini en et par[6.3
p<2(3d—2)+1.
Par[6.29 Vara (log ¢) < w.

l2
12Ndt : dans le troisitme terme du membre de droite de c’est a dire Z 2p; @/ (x), les termes
j'=1
positifs nécessitent | —b;/| < &,/ d’apres et donc par IF C {|z—b;s| < 10e;/} et donc par
ejr =&y d'ot par[6.12| @/ (z) < ¢
3Ndt : la constante C est celle de et dépend elle-méme de [z, ainsi que des p; définis au
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8.1. On se donne ({;)o<icj—1 € £, l; = (@i, bi, ¢i, d;) tel que [I;] = [a;,d;] C [—306, 36]
vérifiant pour tout = € [—34, 3]

(8.2) card{j € J, @ € [a;,d;]} <5ouJ={0,...,5—1}.

On définit

j—1

SD = D(l;, ),

5D, (N =sw [Pt

le sup étant pris sur tous les (I;);cs et J vérifiant (8.2]).

8.3. On considere la suite (fr)r>k, donnée en En utilisant et on
peut supposer que est Vériféﬂ

8.4. Proposition. On a, si § < 61 ot 61 est défini en
SD < .
sup D (k) < +o0

[

Démonstration. On se donne (I;);es vérifiant on veut majorer

j-1
(8.6) [T 1)
0

indépendamment de (1;);cs, J et k. Soit A% associé a f; et défini en Soit
J={jeJ|l]n{cr,...,c,} #@}. Ona
card(Jq) < beard({c1,..., ¢y, }).
On majore
(8.7) II b fo) <
VISEA

en utilisant ol ¢1, o, c3 désignent des constantes indépendantes de J, (I;)ics
et k.

Soit JJo € J — Jq, Jo :{j e J—-Ji, [N OAR) £ @} ot OAF) désigne les
extrémités de A*). On a par

card(J2) < 5(2(3d —2) + 1)
et en utilisant [5.6bid
(8.8) II D fi) < eca
JjE€J2
SijedJ—JyUdJy alors
[l]] C [—35, 36} - ({Cl7 .. ,Cll} @] 8A(’“))
Soit J3 = {j € J — (J1 U ), [l;] C Int A®}. On majore en utilisant
(89) H D(ljafk) < elOVarA(k)(longk) <cs
J€Js
et finalement
(8.10) I[I o<t
JeEJ—J1UJ2UJ3
puisque Sf < 0 sur un voisinage de [; (cf. [H])
D(lj> fk) <L

L4Ndt : avec un &’ uniforme
15Ndt : voir , section 9, partie J3 de la démonstration du théoreme §2
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La proposition suit en multipliant , ..y (8.10). [ ]

9. On se donne f : R — R un homéomorphisme qui vérifie R, o f = f o Ry,
pEZ, R,: x> z+p,ie feDT). On considere (I;)ics, J = {0,1,...,5 — 1}

vérifian

(9.1) Vo € T'card {j, = € [l;] mod 1} < 5.
On définit si f € DO(T?)
(9.2) SD(f) :supHD(lj,f) € RU{+oc0}
jeJd
le sup étant pris sur tous les (;),cs et J vérifiant Onasi A €R,
(9.3) SD(f+ X)) =SD(f)
et si h € DY(T?) tel que Varp: (log Dh) = V < +oo alord"|
(9.4) SD(ho foh™) < e®VSD(f).

Si K est un intervalle [u,v], u # v et si f est un homéomorphisme sur son image,
on définit SIP( f) comme nous 'avons fait en

(9-5) SD(f +X) = SD(f)

etsig: K| — K et h: K — K, sont des difféomorphismes (' +Vvariation bornée

(96) SD(o fog) < Clg,h) SD()

ou C(g,h) < 400 est une constante dépendant de g et h.

10. Démonstration du théoréme §2.
Par 2111l suffit de démontrer

sup SD(g;,,) < +oo.
k

La démonstration est la méme que celle de [H, p.15 & 18]@ On a bien une uniformité
(c.f.[5.6bis|) pour sup; » D(I, g;, ) et au voisinage des points critique I'inégalité résulte

de[8.4] en utilisant9.6/et[3.6/'°l Luniformité de la variation de log Dg;, sur [0,1]—U.
(notation de [H]) résulte de [2.2] et [ ]

11. On se donne o un nombre de type constant et g; une suite vérifiant les hy-
potheses de[l}] On suppose que p(g;) = @. Nous avons montré [H] que

gi = ,Bi ORa Oﬁzla hl € DqS(']I‘l), El(o) =0et

||, < C(a, SD(G))

qs

16Ndt : On demande en fait que card {(j, k), z+ k€ [lj}} < 5. Si on impose que la longueur des
lj est < 1, alors c’est équivalent.

17Ndt : En effet, d'une part Vf,g, SD(f o g) < SD(f)SD(g), d'autre part Yh, SD(h) <
10 Varpi (log Dh), voir la référence citée en note

I8Ndt : Ces numéros de page référent au manuscrit. Elles correspondent a la preuve du théoréeme
2 de [H].

19Ndt : en effet on passe de g;, a f par un changement de variable (exponentielle puis mobius)
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ou C est une constante ne dépendant que de « et de SD(g;). Il suit de la démonstration
[H] et de [2[ que
sup C(a, SD(g;)) < +o0.

12. On étend ?Ll en un homéomorphisme K;-quasi conforme H i : C — C vérifiant
2
K; <2(C(a(5D(G)))

(12.1) H;(z+ (1,0)) = (1,0) + Hi(z) Vz;
ﬁi ’]R = Ei'
Pour cela, il suffit de prendre I’extension de Beurling Ahlfors

Hi(z +iy) = ;/01 (h(a: +yt) + h(z — yt))dt + % /01 (h(a: +yt) — h(z — yt))dt.

En utilisant 1) par z € C — e27%% € C et par passage au quotient, ﬁi se projette
enh; :S' — St _ o
et Hien H; : D — D
ou H; est un homéomorphisme K;-quasi conforme vérifiant
Hi}gl = hi
et sup K; < +o0.
i

1 )
De plus H; 074 0 Hi|, = g; avec 74(2) = 2™ 2.

13. On se donne d € N, d > 2. Soit

d—1

1—a

Hq = {g(z) =2 | I alz7 0<|a;l <1, A =1, g|Sl est un homéomorphisme}.
1 F T

14. Proposition. On a

p (SD(]..)) < +o0
gEH4

§|S1 : R — R désignant un relévement de g a R.

15. Lemme. Soit (g;)jen C Ha une suite et al?) = (agj), . .,afﬁl) € (D*)?1 ou
-1, ()
1—a;’z
_ d k
9;(:) = =" [ —;
k=1 # — Qg
alors 4
sup \a,(g)| <1

]

Ce lemme était connu de 'auteur depuis décembre 1988.

20Ndt : Le degré peut chuter a la limite si I'un des a, — 0.
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Démonstation. Raisonnons par absurde. Soit une sous-suite aU*) telle que

Sup|a(jk)‘ =1,
k

quitte a extraire une sous-suite et a réordonner la suite agjk), .. 7a£ij_’“i on peut

supposer que a*) — b € ﬁdil,

b:(b17"'abq7"'7bd—l)7
bl =1si1<j<q,
sup |bj| <1lsig<j<d—1.

On peut toujours supposer A; = 1. Sur C- {b1,...,b4,0,00}, g;,, — g converge
localement uniformément

J={k, by #0, k> q}
dy=d—(d—1—-card(J) —q) =1+ g+ card(J) > 1 + card(J)

9‘§1 est de degré ¢ +1 > 1.
Soit zg € S' — {b1,...,b,} et Ay tel que

AkGiy, (20) = 20, |>‘k| =1

Quitte a extraire des sous-suites on peut supposer que A\ — X si k — +oco.
Comme G = Aigi, est une suite d’homéomorphismes vérifiant Gy (z9) = zo par
le théoreme de Hellyﬂ, comme Gy converge sur S' — {by,..., by} on conclut que
Ag: St —{z0} — St —{z0} est monotone non décroissante, et comme \g est continue,
Ag est un homéomorphisme ce qui est contraire au fait que A\g est de degré > 2. B

16. Démonstration de la proposition

Si sup SD(g) = 400 on peut trouver une suite (g;)ien telle que
gEHa

sup SD(g;) = +oo.

Quitte & extraire une sous-suite g;, on peut supposer que al%) converge vers un

—d—
dément b de DY . Par le lemme précédent b € D?1. Les hypotheses de [1f sont
vérifiées pour la suite (g;,) et par

sup SD(g;) = +oo n’est pas possible.
i

16.1. Remarque. |E| ainsi que le lemme |E| sont faux si on ne se restreint pas aux
produits de Blaschke de la forme particuliere que nous avons considérée en
Exemple

) =1 <l t—1L

2INdt : Théoreme de Helly : soit I intervalle de R et F une famille de fonctions de I dans R. On
suppose qu'aM, N > 0 tels que Vf € F, |f| < M et Var(f) < N. Alors on peut extraire de F une
suite f, convergeant en tout point de I vers une fonction f vérifiant les mémes inégalités.
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Si on avait sup SD(g;) < 400, §; et g; ' seraient uniformément k-quasi symétriques
t

et donc si t; — 1 ¢, — g, (0) aurait des valeurs limites non constantes. Pour cet
exemple [17] est faux si on impose{f] que Hy, (0) = 0.

17. Corollaire. Soit o un mombre de type constant et Hy o = {g € Ha, p(g) =

« mod 1}. Si Hy : D — D est I’lhoméomorphisme K (Hgy)-quasi conforme que nous
avons défini en[14 alors

sup K(H,) < +o0.
9€Hd,a

Cela suit immédiatement de [12
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Rappel de quelques définitions de [H] :

_ @)
D(l, f) = 0
ou
leL={(abecdeR a<b<c<d}
et

b—a /d—0
b(l) =
0 c—a/d—c

est le birapport. Y sont définis également :
Ly ={(a,b,c,400) ER*, a<b<c},
£2 = {(_Oo,b,c,d) S R4, b<e< d},

w6£hun=b_?
CcC—aQa
d—c
! b(l) = .
v€£27 () d_b

[llustration du §3.4]:

Les points critiques de
gr. sont soit a distance
> 6 de S!, soit situés
dans dans des disques
gris. Ces derniers sont
centrés aux points cri-
tiques de l|'application
limite g.
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